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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de présenter les idées d’abélianisation de la cohomologie
galoisienne non abélienne données par M. Borovoi dans [Bo2] et [Bol|. Pour montrer ses
applications, on s’intéresse surtout au cas de degré 2, qui est développé dans [Bol].

Pour g un groupe profini et A un g-groupe, les ensembles de cohomologie non abélienne
H°(g, A) et H'(g, A) sont définis, c.f. [Sel, Chapitre 1, §5]. Serre lui méme reconnait dans
son livre qu’il ne se risquerait pas en essayant de définir des ensembles de cohomologie non
abélienne en degrés plus hauts, méme pas en degré 2.

Or, il se trouve que, en laissant tomber la notion de g-groupe et en introduisant celle de
g-lien (voir la Section pour la définition), qui est un peu plus générale, les ensembles
de 2-cohomologie non abélienne peuvent étre définis d’une fagon assez raisonnable. Springer
introduit ces notions dans [Spl]. Il définit, pour x un g-lien sur un groupe A, '’ensemble
H?(g, A, k). Lorsque A est en plus un g-groupe, pour B un sous-groupe de A, il définit
les ensembles de cohomologie relative H'(g, A, B) et H?(g, Brel A). Ces ensembles peuvent
figurer dans des suites exactes. Par exemple,

Proposition 0.0.1 (Corollaire 2.9.1.1). Soit B un sous-groupe g-invariant de A. Alors la
suite

0 0 0
1 H%(g,B) = H (g, A) =5 H (9, A/B) > H' (g, B)
1,1 pi

1 2
Ly H'(g, A) —o H'(g, A, B) > H?(g, Brel A) —o H%(g, A, k),
est exacte.

On donne dans les Sections et la bonne notion de suite exacte, car ici on n’a pas
forcément des groupes, mais des ensembles pointés, et en plus, on trouve dans ces suites des
“fausses” applications, i.e. des relations entre deux ensembles que ’on note par le symbole
—oO.

Springer utilise ces idées dans le cadre de la cohomologie galoisienne non abélienne des
groupes algébriques pour analyser les espaces homogénes sur un corps k£ de dimension coho-
mologique < 1. Borovoi s’est inspiré de ces idées pour montrer encore plus de résultats sur
ces espaces sur un corps local non archimédien ou un corps de nombres.

Pour G un groupe algébrique connexe réductif sur un corps k de caractéristique 0, Borovoi
définit les groupes abéliens HY, (k,G) pour i > —1. Ces groupes sont liées aux ensembles
de cohomologie galoisienne non abélienne. En effet, dans [Bo2], il définit pour ¢ = 0,1 les
applications ‘

ab': H'(k,G) — H'\ (k,G).

En plus, si 'on note k la cloture algébrique de k et G est un k-groupe connexe réductif, on
peut définir la notion de k-lien, qui est une espéce d’équivalent & la notion de g-lien dans le
cadre de la cohomologie galoisienne (c.f. la Section pour la définition). Pour L = (G, k)
un tel k-lien, Borovoi définit dans [Bol] le groupe abélien HZ (k, L), qui se trouve étre le
méme que H azb(k, G) pour une certaine k-forme de G, et 'application

ab? : H*(k,L) — H2 (k, L).

Dans le cas ou k est un corps local ou un corps de nombres, on peut se servir de cette
application pour montrer un résultat du type principe de Hasse pour les ensembles de 2-
cohomologie galoisienne non abélienne (c.f. Section . Ceci nous permet de montrer un
principe de Hasse pour les espaces homogénes sur H un groupe semi-simple simplement
connexe. A savoir,



Théoréme 0.0.2 (Théoréme . Soit k un corps de nombres, V son ensemble de places,
H un k-groupe semi-simple simplement connexe et X un espace homogéne & droite sur H.
Supposons que le stabilisateur G d’un point x € X (k) est connexe et que pour le tore G*°F =
G/G* (voir les notations plus en bas) et sa k-forme G** (définie dans la Section au
moins l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) H_[2(k, Gtor) =0 ;
(iii G};ir est k,-anisotrope pour une certaine place v de k ;
(v) G** est de dimension 1.

(Vi étor =1 ;

(vii) G est semi-simple.

)
)
(iv) G est déployé sur une extension cyclique de k ;
)
)

Alors le principe de Hasse est vérifié pour X, i.e. si X (ky) # 0 pour toute place v € V, alors
X (k) #0.

Dans la Partie 1, on donne quelques rappels sur la cohomologie galoisienne classique en
suivant le livre de Serre [Sel]. On montre en particulier la dualité de Tate-Nakayama dans le
cas fini (Théoréme et on donne 'idée de la démonstration dans le cas général (Théoréme
1.5.6)).

Dans la Partie 2 on suit Particle de Springer [Sp1]. On définit les ensembles de cohomologie
relative et de 2-cohomologie non abélienne. Pour cela, on définit la notion de g-lien mentionné
plus en haut. En particulier, dans les Sections [2:4] et 2.9 on donne quelques suites exactes
que 'on peut former avec ces ensembles.

La partie 3 est consacrée a I’hypercohomologie. On commence en donnant quelques rappels
sur sa définition classique. On passe rapidement & ’hypercohomologie non abélienne, dont
Borovoi se sert pour définir ses applications ab® et ab'. Ces applications sont définies dans
la premiére moitié de la Partie 4 (Sections . On en donne quelques propriétés, mais
en général sans démonstrations, car notre attention est dirigée surtout vers ab?. On suit ici
[Bo2].

Finalement, dans la Section on définit les k-liens, ce qui nous fait entrer dans l’article
de Borovoi [Boll, qu’on suit jusqu’au bout. On définit I'application ab? a la fin de la Partie
4. Dans la Partie 5 on applique les idées de Springer traitées dans la Partie 2 pour montrer
d’une fagon un peu plus détaillée certains résultats montrés par Borovoi.

Je voudrais remercier David Harari pour toujours me donner un peu de son temps (je sais
qu’il n’en a jamais assez) et me donner la possibilité de travailler dans un sujet si intéressant
comme celui-ci (et aussi pour corriger toujours mon frangais ). Je remercie aussi Mikhail
Borovoi et T. A. Springer pour inventer des choses si jolies et bizarres.

Je remercie tous les gens de la FIMFA pour me donner la possibilité d’étudier ici & Paris.
Particuliérement, je remercie Pierre Pansu, Frédéric Paulin et Laurence Vincent pour toujours
essayer de faire mon séjour en France plus agréable.

Je remercie spécialement Nicolas Libedinsky, pour me montrer le chemin en faisant 5 ans
avant que moi tout ce que j’ai fait.

Finalement, je voudrais remercier avec tout mon coeur, mes parents pour me donner leur
support dés le début et Carolina, ma copine, pour me donner la santé mentale qu’il fallait
pour finir le travail, en écoutant mes plaintes chaque nuit.



Notations

g, b sont toujours des groupes profinis, i.e. des groupes topologiques isomorphes & une li-
mite projective de groupes finis. Dans ces groupes, il existe toujours un systéme de voisinages
ouverts de 1 formé par des sous-groupes d’indice fini.

A, B,C, X sont toujours des g-modules, g-groupes ou g-ensembles discrets, voir la Section
pour les définitions. La notation A¢ veut toujours dire le sous-module (resp. groupe, en-
semble) des éléments fixés par ’action de g.

Soit A un groupe.
L’action a gauche de A sur un ensemble X est noté (a,z) € A x X — %z et quelquefois
(a,x) € AXx X — a-z. Les actions a droite sont toujours notés (a,z) € A x X — x - a.
On note cd(A) (resp. c¢dy(A)) la dimension cohomologique (resp. p-dim. coh.) de A. Les
dimensions cohomologiques strictes respectives sont notées scd(A4) et scd,(A). Voir la Section
[[-3] pour les définitions de ces notions.
On note A(p) la composante p-primaire de A.
On note C?(g, A) le groupe des applications continues de g° dans A et lorsque A est un g-
module, on note Ci(g, A) le groupe des i-cochaines non homogénes classique. On note qu’il
s’agit du méme ensemble, mais les applications du i-éme groupe au (i+1)-éme sont différentes.
Dans le premier cas, les applications sont définies par la formule suivante

i+1
T € Ol(gaA) = [(513 e 'vsi-i-l) = Z(—l)jLE(Sl, e 'a‘§j7 R Si+1)]7

j=1

ol " veut dire que 'on omet cette coordonnée. Pour la définition de la formule pour les co-
chaines non homogeénes, voir [NSW| Chapter I, §2, aprés la Définition 1.2.2]

On note Aut(A) le groupe des automorphismes de A, Int(A) le sous-groupe des automor-
phismes intérieurs et Out(A) le quotient Aut(A)/Int(A).

Pour un cocycle ¢, on note Cl(1) sa classe de (hyper)cohomologie. On note ,, A le g-groupe
tordu par 1, défini dans la Section [2.3]

Pour une relation entre deux ensembles A et B, on note A — B

Lorsqu’on travaille avec une catégorie dont les objets ont un élément distingué, la notion
de complexe est bien définie (par exemple, dans les catégories des ensembles pointés, des
groupes, des modules). Dans ces catégories, on regardera souvent un morphisme « : B — A
comme un complexe & deux éléments

o> 1>B—>A—-1—---

ol B est en degré —1 et A en degré 0. On écrit (B — A) pour un tel complexe.

k est un corps de caractéristique 0 sauf mention du contraire. k est une cloture algébrique
de k, elle est égale a la cloture séparable ks de k. On note I' = Gal(k, /k).

Lorsque k est un corps de nombres, on note V = V(k), Vo et V¢ I'ensemble des places de
k, resp. des places archimédiennes, resp. des places non archimédiennes. Pour v € V), on écrit



k, le complété de k par v. Pour les applications de localisation, on utilise I’écriture

loc, : H(k,G) — H'(k,,G),
loch, : H'(k,G) = [ H'(k.G),

VEVo
loc’ : H'(k,G) — [[ H' (k. G),
veY

etc. ..

On note par G, le groupe additif, G, le groupe multiplicatif et y, le groupe des racines
de 'unité d’ordre divisant n. On écrit Z(1) = Jm iy,

G est un k-groupe, G est un k-groupe, i.e. un k-schéma en groupes séparé de type fini,
et/ou une k-forme de G. On note aussi G le groupe G, = G Xgpec(k) Spec(k).

Pour G un k-groupe, on pose :
G° la composante connexe de ’élément neutre de G ;
G" le radical unipotent de G°;
G = G°/G", c’est un groupe réductif;
G™ le groupe dérivé de G4, c’est un groupe semi-simple ;
G'r = G4 /G, c’est le plus grand tore quotient de G ;
G®¢ le revétement universel du groupe G*. On a le morphisme canonique

p: Gsc N Gss N Gred
Lorsque G est réductif, on écrit G2 pour G/Z, ot Z est le centre de G.

Soit G un k-groupe réductif connexe et T C G un k-tore maximal. On écrit TG pour le
tore maximal p~*(T) C G*°. De méme, on note Z9) = p=1(Z). Clest le centre de G*°.

Soit. G un k-groupe. On a les mémes définitions pour G*¢, G*, etc. On définit aussi
PG — Gred| Z69) ot TG on Z est le centre de G et T C G est un k-tore maximal.

Soit S un k-groupe de type multiplicatif, un tore par exemple. On note X*(S) le groupe
des caractéres Hom(S, G,,) et X.(S) le groupe des co-caractéres Hom(G,,, S).

Pour un k-groupe réductif et un k-tore déployé maximal T, on écrit R(G,T) pour le
systéme de racines de G relative & T. On note RY(G,T) le systéme de co-racines. On a
R(G,T) c X*(T) et RV(G,T) C X,(T).

Soit L = (G, k) un k-lien (voir la Section [4.6] pour la définition). On dit que le lien L est
connexe, réductif, etc. lorsque G Dest.



1 Cohomologie galoisienne

Dans cette partie on donne quelques rappels sur la cohomologie galoisienne classique. On
se concentre rapidement sur le cas des corps p-adiques et les corps de nombres. On montre
entre autres résultats la dualité de Tate-Nakayama (Théoréme . On commence dans
le cadre plus général de la cohomologie de groupes pour définir les notions de dimension
cohomologique et module dualisant qui seront utilisés plus tard. Tout ce qui est dans cette
section peut étre retrouvé dans les livres de Serre [Sell| et [Se3]. On suppose connues les
définitions de base de la cohomologie des groupes classiques. Elles peuvent étre retrouvées
dans [NSW), Chapter IJ.

1.1 Dimension cohomologique

Dans cette section on fixe p un nombre premier et g un groupe profini. Tous les g-modules
sont supposés discrets.

On appelle p-dimension cohomologique de g la borne inférieure des entiers n tels que pour
tout g-module discret de torsion A et tout ¢ > n, la composante p-primaire de H*(g, A) est
nulle. On note cette dimension cd,(g). Si aucun n € N ne vérifie cette propriété, on dit que
la p-dimension cohomologique de g est cd,(g) = co.

On définit la dimension cohomologique de g comme cd(g) = sup, cd,(g).

De méme, on définit la p-dimension cohomologique stricte de g comme la borne inférieure
des n € N vérifiant la méme propriété, mais pour tout g-module A (il n’est pas supposé
de torsion). On la note scd,(g). On définit aussi scd(g) = sup, scd,(g), c’est la dimension
cohomologique stricte de g.

Voici quelques résultats classiques sur ces notions.

Proposition 1.1.1. Soit n € N. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) cdp(g) < n.
(ii) On a H(g, A) = 0 pour tout i > n et tout g-module discret A qui est un groupe de
torsion p-primaire.

(iii) On a H** (g, A) = 0 pour tout g-module A discret, simple et annulé par p.

Démonstration. Soit A un g-module de torsion et soit A = P, A(p) sa décomposition cano-
nique en composantes p-primaires. On voit facilement que H'(g, A(p)) s’identifie & la com-
posante p-primaire de H(g, A), d’out Péquivalence entre (i) et (ii). C’est clair que (ii)=-(iii).
Finalement, si (iii) est vérifie, un argument de dévissage montre que H"*1(g, A) = 0 pour
A fini et annulé par une puissance de p. Le résultat s’étend par limite inductive a tout g-
module discret A qui est un groupe de torsion p-primaire. En plongeant A dans le module
induit Mg(A) (c.f. [Sell Chapitre I, 2.5] pour la définition) et en utilisant la suite exacte
longue de cohomologie, on montre le résultat en raisonnant par récurrence sur <. O

Proposition 1.1.2. scd,(g) est soit égal a cdy(g), soit égal a cd,(g) + 1.

Démonstration. C’est clair que scd,(g) > cd,(g). Montrons alors que scd,(g) < cd,(g) + 1.

Soit A un g-module (discret) et i > cd,(g) + 1. On note A, et pA le noyau et I'image de la
multiplication par p dans A. On a que A, et A/pA sont des groupes de torsion p-primaires,
donc H'(g, A,) = H'"'(g, A/pA) = 0. Des suites exactes longues induites par les suites

0—A4,—>A—pA—0,
0—>pA—A— A/pA—0,



on obtient que les applications Hj’(g,_A) — H'(g,pA) et Hi(g,pA) — Hi(g_7 A) sont injectives.
Alors la multiplication par p dans H*(g, A) est injective, ce qui entraine H*(g, A)(p) = 0, donc
sed,(g) < edp(g) + 1. O

Proposition 1.1.3. Soit h un sous-groupe fermé de g. On a

cdp(h) < cdy(g),
scd,(h) < scdy(g).

avec €galité dans les cas suivants :
(i) (g:b) est fini et premier & p.
(ii) b est ouvert dans g et cdy(g) < 0.

Démonstration. On ne démontre que le cas des cd,,. Si A est un h-module de torsion, Mé’ (A)
est un g-module de torsion aussi et H(g, M)(A)) = Hi(H, A) (c’est le lemme de Shapiro,
c.tf. [Sell Chapitre I, 2.5]). L'inégalité cd,(h) < cd,(g) en découle.

Dans le cas (i), 'inégalité en sens inverse vient du fait que le morphisme de restriction

Res: H'(g, A) — H'(bh, A)

est injectif sur les composantes p-primaires, c.f. [Sell Chapitre I, 2.4].
Dauns le cas (ii), I'inégalité en sens inverse est donnée par la surjectivité du morphisme de
corestriction
Cor : H'(h, A) — H'(g, A)

pour i = cd,(g), c.f. [Sell Chapitre I, 3.3, Lemme 4. O

Corollaire 1.1.3.1. Si g, est un p-groupe de Sylow de g, alors

cdp(g) = cdp(gp) = cd(gp) et scdy(g) = scdy(gp) = scd(gy)-
Démonstration. C’est clair d’aprés la Proposition [1.1.3 O

Corollaire 1.1.3.2. Supposons que cd,(g) =n < co. On a alors scd,(g) = n si et seulement
si pour tout sous-groupe ouvert b de g on a H"1(h,Z)(p) = 0.

Démonstration. C’est clair que scd,(g) = n implique la deuxiéme propriété. Supposons donc
que celle-ci est vérifie. On a alors H"™1(g, A)(p) = 0 pour tout g-module A qui est isomorphe

A un Mgh (Z™) avec m € N. Or, tout g-module B de type fini sur Z est isomorphe & un
quotient A/C d’un tel A. Comme H"*2(g,C)(p) = 0, on en déduit que H" (g, B)(p) = 0.
On conclut en étendant ce résultat par limite inductive. O

Proposition 1.1.4. Soit b un sous-groupe distingué fermé de g. On a l’inégalité

cdp(g) < cdy(h) + cdy(g/h).

Démonstration. On utilise la suite spectrale de Hochschild-Serre (c.f. [NSW|, Chapter I, Theo-
rem 2.1.5]) N , , .
Ey’ = H'(g/h, H’ (b, A)) = H' (g, A).

Soit A un g-module de torsion et n > cdp(h) + cdp(g/h). Si i+ j = n, soit ¢ > cdy(g/h),
soit j > cd,(h), donc la composante p-primaire de E5” est nulle dans les deux cas. Alors la
composante p-primaire de H" (g, A) est nulle, ce qui conclut. O

Proposition 1.1.5. Soit g un pro-p-groupe, i.e. un groupe profini dont tous les quotients
finis sont des p-groupes. Alors tout g-module simple et annulé par p est isomorphe a Z/pZ.



Démonstration. Soit A un tel module. C’est clair que A est fini. En effet, il suffit de considérer
le sous-module engendré par un élément, qui est exactement A d’aprés la simplicité de A.
Comme A est annulé par p et le stabilisateur de cet élément est ouvert (car l'action de g est
continue), donc d’indice fini, on obtient que ce sous-module est fini. On peut alors considérer
A comme un g/h module, ou b est un sous-groupe ouvert distingué convenable de g. On peut
supposer alors que g est un p-groupe fini. Dans ce cas I’énoncé est un résultat bien connu
(c.f. par exemple [Se3, Chapter IX, Theorem 2]). O

Proposition 1.1.6. Soit g un pro-p-groupe et n € N. Alors cd,y(g) < n si et seulement si
H"(g,Z/pZ) = 0.

Démonstration. Ceci est immédiat des Propositions et O

1.2 Module dualisant

Dans cette section on définit le module dualisant d’un groupe profini g. On suit presque
textuellement [Sell Chapitre I, 3.5].

On note Cg (resp. C;) la catégorie des g-modules discrets qui sont des groupes finis (resp.
des groupes de torsion). La catégorie Cé s’identifie a la catégorie hﬂ Cg des limites inductives
d’objets de Cg.

On note Ab la catégorie des groupes abéliens. Pour M € Ab, on écrit M* = Hom(M,Q/Z).
On munit ce groupe de la topologie de la convergence simple (ot Q/Z est muni de la topologie
discrete). Lorsque M est un groupe de torsion (resp. fini), son dual M* est profini (resp. fini).
Il se trouve qu’on a une équivalence de catégories entre Ab et la catégorie opposée a celle
des groupes profinis commutatifs (c’est la dualité de Pontrjagin, c.f. [NSW|, Theorem 1.1.8]).

Proposition 1.2.1. Soit n € N. On fait les hypothéses suivantes :

(i) cdp(g) < n.

(ii) Pour tout A € C’g, le groupe H™(g, A) est fini.
Alors le foncteur A — H™(g, A)* est représentable sur C’g par un élément I de Cé, i.e. il
existe I € Cf tel que l'on a un isomorphisme de foncteurs Hom®(A,I) = H"(g, A)*, ou
Aecy.
Démonstration. Posons S(A) = H™(g, A) et T(A) = H"(g, A)*. L’hypothése (i) et la suite
exacte longue de cohomologie nous disent que S est un foncteur covariant exact & droite
de C’g dans Ab, I'hypothése (ii) nous dit qu’il est & valeurs dans Ab/, la sous-catégorie des
groupes finis. Comme dans ce cas le foncteur ( )* est exact, on en déduit que T est un foncteur
contravariant exact a gauche de C‘g dans Ab. Le résultat découle alors du lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Soit C une catégorie abélienne noethérienne et soit T : C° — Ab un foncteur
contravariant exact a gauche de C dans Ab. Alors T est représentable par un objet de ligC.

On rappelle qu’une catégorie noethérienne est une catégorie qui est petite et telle que
tous ses objets sont noethériens, i.e. toute suite croissante de sous-objets est stationnaire.
Pour une esquisse de la démonstration de ce lemme, voir [Sell, Chapitre I, 3.5, Lemme 6]. O

La démonstration du Lemme nous donne un élément canonique ¢ € T'(I) = H™(g,I)*.
L’application Hom®(A, I) — H"(g, A)* associe & f € Hom®(A, I) le morphisme

H"(g,4) L5 H"(g,1) 5 Q/Z.

Le module I est appelé le module dualisant de g pour la dimension n. Il est déterminé a
isomorphisme prés. Plus précisément, le couple (I,4) est déterminé & isomorphisme unique
pres.



Proposition 1.2.3. Si I est module dualisant pour g, I est aussi module dualisant pour tout
sous-groupe ouvert ) de g.

Démonstration. Si A € C’g, on a MJ(A) € C’g et H™(g, MJ(A)) = H"(h, A). On voit claire-
ment alors que H™(h, A) est dual de Hom? (Mg (A), 1), qui est fonctoriellement équivalent a
Homh(A, I), donc I est bien un module dualisant pour b. O

Proposition 1.2.4. Supposons n > 1. Alors scdy(g) = n + 1 si et seulement si il existe
un sous-groupe ouvert b de g tel que I" (le sous-module des invariants par h) contienne un
sous-groupe isomorphe & Qp/Zy.

Démonstration. IY contient un sous-groupe isomorphe a Q, /Z, si et seulement si Hom"(Q,,/Z,, I) #
0, ce qui équivaut & H"(h,Q,/Z,) # 0. Or, H*(h,Q,/Z,) est la composante p-primaire de
H"(h,Q/Z), qui est isomorphe & H""1(h,Z) d’aprés la suite exacte longue de cohomologie
induite par la suite

0-Z—-Q—Q/Z— 0,

et le fait que n > 1. La proposition découle alors du Corollaire [[.1.3.2] O

1.3 Cohomologie galoisienne : Généralités

On fixe dans cette section k un corps de caractéristique 0. On remarque que la majorité
des résultats donnés ici restent vrais pour un corps quelconque.

Soit K une extension galoisienne de k. Dans le cas ou ’extension est infinie, cela veut dire
que K est la réunion de ses sous-extensions galoisiennes finies. On note Gal(K/k) le groupe de
Galois correspondant. C’est un groupe profini, et alors la théorie classique de la cohomologie
des groupes s’applique pour tout Gal(K/k)-groupe discret. Dans le cadre le plus général, on
dispose d’un foncteur K — A(K) défini sur la catégorie des extensions algébriques séparables
de k et & valeurs dans la catégorie des groupes abéliens (pour la cohomologie non abélienne,
ga sera la catégorie des groupes). Ce foncteur doit vérifier les conditions suivantes :

(i) Pour K/k galoisienne, A(K) a une structure de Gal(K/k)-groupe.
(i) A(K) = th(Ki) ot les K; sont les sous-extensions finies de K.
(iii) Si K — L est une injection, le morphisme induit A(K) — A(L) l'est aussi.
)

(iv) Si K C L sont des extensions de k avec L galoisienne, A(K) s’identifie & H°(Gal(L/K), A(L)) =
A(L)GME/K) e sous-groupe de A(L) des éléments Gal(L/K)-invariants.

Remarque.
On note que dans la derniére condition, A(L) a bien une structure de Gal(L/K)-groupe, car
Gal(L/K) s’identifie & un sous-groupe de Gal(L/k). Si on note ks la cloture galoisienne de
k, on voit grace a cette derniére condition que la connaissance de A(ks) équivaut a celle du
foncteur A.

Pour un foncteur A vérifiant ces propriétés et une extension galoisienne L/K, les groupes
H(Gal(L/K), A(L)) sont définis. On les notera H*(L/K, A). Pour tout automorphisme du
groupe Gal(ks/k) on a des automorphismes induits sur H'(ks/k, A). On peut démontrer (c.f.
[Se3, Chapter X, Proposition 5]) que ces isomorphismes sont en fait indépendants du choix
de T'automorphisme de Gal(ks/k). On peut alors oublier le choix de la cloture séparable et
écrire tout simplement H'(k, A). Ces groupes dépendent fonctoriellement de k.

On rappelle la définition des groupes de cohomologie modifiés de Tate. Pour g un groupe
fini, on a le morphisme
N:A—>A,ab—>zsa.

seg
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On note I3 A le sous-module engendré par les éléments de la forme *a —a pour a € A, s € g.
On a clairement I;A C Ker(N) et Im(N) C A%. On pose alors,

Y9,4) = H'(g,A) sii>1,
H°(g.A) = A®/Im(N),

17 (g, A) = Ker(N)/I,A,

“(g,A) = Hi_;(g,A) sii<—2.

T

a
a

Lorsque g est un groupe profini, on définit ces groupes comme ﬁi(g, A) = lignﬁi(g/U, AY),
ou U parcourt ’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de g.

Soient G4, G,,,, GL,, les foncteurs groupe additif, groupe multiplicatif et groupe n-linéaire

respectivement.

Proposition 1.3.1. Pour toute extension galoisienne K de k et touti > 1, on a H' (K /k,G,) =
0. En effet, lorsque K/k est finie, on a méme H'(K/k,G,) = 0 pour tout i € Z.

Démonstration. Montrons le résultat pour une extension finie. Dans ce cas, le théoréme de
la base normale nous dit que K est un Gal(K/k)-module induit, donc cohomologiquement
trivial (c.f. [Se3l, Chapter IX, §3]). O

Proposition 1.3.2. Pour toute extension galoisienne finie K de k et tout n € N, on a
HY(K/k,GL,(K)) = 0. En particulier, le cas n =1 donne H*(K/k,G,,) = 0.

Démonstration. Soit a un cocycle dans H' (K /k, GL,(K)), ¢ € M,,(K) une matrice. On pose
b= Z as’c,
o€Gal(K/k)

et on voit facilement que 'on a “b = a;'b, i.e. a est un cobord si l'on peut choisir ¢ de fagon
que b soit inversible. Or, comme K est infini, 'indépendance linéaire des caractéres nous dit
que c’est bien le cas. O

Remarque.

En général H'(K/k,G,,) # 0 pour i > 2. En particulier, pour i = 2, on sait que I'on a un
isomorphisme canonique H?(k,G,,) = Br(k), ot Br(k) est le groupe de Brauer de k (c.f.
[Se3l Chapter X, Proposition 9]).

Corollaire 1.3.2.1. Soitn > 1 et p, le groupe des racines n-iémes de l'unité (voir notations
au début). On a
H (k, ) = K /K.

Démonstration. Comme on est en caractéristique 0, on a la suite exacte
1 o
=ty = Gy, — G, = 1,

d’on la suite exacte de cohomologie

ko e s HY (ki) — HY(E, G-

Le résultat découle alors de la nullité de H!(k, G,,). O
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1.4 Cohomologie galoisienne des corps de nombres

On analyse dans cette section la dimension cohomologique des corps de nombres et on
donne un petit rappel sur les applications de localisation loc;, pour v € V (voir notations
au début). On note I' = Gal(k;/k) et T = Gal(ks/K) pour K une extension algébrique de k.

On commence en donnant un critére de p-dimension cohomologique pour I' dans un cadre
plus général.

Proposition 1.4.1. On suppose ici que k est un corps de caractéristique # p. Soit n > 1.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) cdp(T) <m,

(ii) Pour toute extension algébrique K de k on a H" (K, G,,)(p) = 0 et le groupe H"(K, G,,)

est p-divisible.

(iii) Pour toute extension K de k finie, séparable et de degré premier a.p, on a H" (K, G,,)(p)

0 et le groupe H" (K, G,,) est p-divisible.

Démonstration. Soit p, le groupe des racines p-iémes de I'unité. On a la suite exacte

1—>,up—>Gm£>Gm—>1.

La suite exacte longue de cohomologie nous dit que la condition (ii) (resp, (iii)) est équiva-
lente & dire que H" (K, u,) = 0 pour K une extension algébrique (resp. finie, séparable, de
degré premier a p) de k.

Supposons donc que c¢d,(I') < n. Comme 'k est isomorphe & un sous-groupe de I', on a
bien ¢d,(I'x) < n (c.f. Proposition , donc H" (K, pu,) = 0. On a alors (i)=-(ii)=-(iii).
Montrons que (iii)=(i). Soit I', un p-groupe de Sylow de T', i.e. un sous-groupe fermé de T
qui est un pro-p-groupe tel que pour tout sous-groupe A de I' contenant I'p, I'indice de I,
dans A soit premier & p. Soit K /k ’extension correspondante. On a

K =lim K;,

ou K; parcourt 'ensemble des extensions finies séparables de k de degré premier & p. D’apreés
(iii) on a H" (K, u,) = 0 pour tout i, donc H" (K, p,) = H" (T}, up) = 0. Or, Z/pZ
et p, sont isomorphes comme I')-modules (I', agit trivialement sur les deux car il est un

pro-p-groupe). Alors la Proposition nous dit que cd(I'y) < n, d’ot cd,,(I') < n. O

On fixe maintenant k une extension algébrique de Q. On note que dans ce cas I' =
Gal(k/k). Pour v € V, on pose

ny (k) = ppem[(k;)y : Qy],

ou k; parcourt I’ensemble des extensions finies de Q contenues dans k et , veut dire que
Pon prend la complétion par rapport a la place v (c.f. notations au début). C’est un nombre
surnaturel, i.e. il peut avoir des puissances infinies dans sa décomposition en facteurs premiers
(c.f. [Sell, Chapitre I, 1.3]).

Proposition 1.4.2. Soit p un nombre premier. On suppose que p # 2 ou bien que k est
totalement imaginaire (i.e. il n’a pas de places réelles). Si pour toute place non archimédienne
v de k Uexposant de p dans le degré local n, (k) est infini, on a cd,p(I") < 1.

Démonstration. Serre montre (c.f. [Sell Chapitre II, Proposition 9]) que pour un corps vé-
rifiant ces hypothéses, la composante p-primaire de Br(k) est nulle. On voit facilement que
toutes les extensions finies de k vérifient aussi les hypothéses, donc on a H(K,G,,)(p) = 0
pour toute extension finie K de k. D’autre part, la Propositionnous dit que HY(K,G,,) =
0. Le résultat découle alors de la Proposition [1.4.1 O
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Lemme 1.4.3. Pour tout nombre premier p il existe une extension abélienne K de Q dont
le groupe de Galois est isomorphe a Z,, et dont les degrés locauz n,(K) sont égaux a p™ pour
toute place non archimédienne v € Vy(K).

Comme K est galoisienne sur Q, le degré local n, (K) pour v € V¢(K) ne dépend que de
la place induite sur Q, laquelle ne dépend que d’un nombre premier £. On notera alors ng(K)
au lieu de n, (K).

Démonstration. Soit Q(p) le corps obtenu de Q en rajoutant les racines de I'unité d’ordre une
puissance de p. On sait que le groupe de Galois de cette extension s’identifie canoniquement
au groupe U, des unités du corps Q,, qui est le produit direct d’'un groupe fini et du groupe
Zy. De plus, le groupe de décomposition D, d’un nombre premier ¢ est égal & U, si £ = p, et
a ’adhérence du sous-groupe de U, engendré par ¢ si £ # p (c.f. [Se3l Chapter IV, §4]). Dans
tous les cas, on voit que Dy est infini. Alors ng(Q(p)), qui est Uordre de Dy, doit étre divisible
par p>. C’est clair que ceci est encore vérifie par le sous-corps K de Q(p) des éléments fixés
par le sous-groupe de torsion de Up. On a alors Gal(K/Q) = Z, et ny(K) = p> pour tout
premier £, ce qui donne ’extension voulue. O

Ce lemme nous aide & montrer le résultat suivant sur la dimension cohomologique de T’
lorsque k est un corps de nombres.

Proposition 1.4.4. Soit k un corps de nombres et I' = Gal(k/k). Si p # 2, ou si k est
totalement imaginaire, on a cd,(T') < 2.

On dit qu'un tel corps de nombres est de p-dimension < 2.

Démonstration. Soit K un corps comme celui du Lemme [1.4.3| et soit L = Kk. Le groupe
Gal(L/k) s’identifie & un sous-groupe fermé d’indice fini du groupe Gal(K/Q) = Z,, il est
donc isomorphe a Z,, et les degrés locaux n, (L) sont divisibles par p>. La Proposition m
nous dit alors que c¢d,(I'y) < 1. D’autre part, on a c¢d,y(Z,) = 1 (c’est un pro-p-groupe libre,
c.f. [Sell, Chapitre I, 1.5, 3.4]), donc cd,(T") < 2 d’aprés la Proposition O

On conclut cette section avec un petit rappel sur les applications de localisation.

Pour k un corps de nombres et v € V(k) une place, on a que le groupe I'y, = Gal(ky/ky)
s’identifie au sous-groupe de décomposition D,, de I' = Gal(k/k). Pour A un I'-module, le
changement de base k — k, nous donne, avec cette inclusion, les morphismes

loc! : Hi(k, A) — H'(k,, A),

pour i € N. Ce sont les applications de restriction pour 'inclusion I',, < T' (c.f. [Se3l Chapter
VII, §5]). Ces applications ne dépendent pas de inclusion choisie, c.f. [Se3| Chapter X,
Proposition 5].

Ces applications peuvent étre définis au moyen des cocycles. Pour un i-cocycle a : I'* —
A(E), on définit son image loc! (a) dans Z*(k,, A) comme la composition

loc! (a) : T¢ = T" % A(k) — A(k,).

On voit facilement que cette application passe au quotient et donne les applications H*(k, A) —
Hi(k,, A).

Lorsque v est une place archimédienne, on conviendra que I'application locg est & valeurs
dans le groupe de 0-cohomologie modifié H 9(k,, A), i.e. on compose le morphisme que 'on
vient de définir avec la projection HO(k,, A) — HO(k,, A). On fait un abus de notation en
notant loc? : HO(k, A) — H°(k,, A) de toute facon.

On a parlé toujours des applications loc’. On a fait ceci car il se trouve que ces définitions
restent valables pour la cohomologie non abélienne en degrés 0 et 1, qui font partie du sujet
de la Partie 2l Dans le cadre de la cohomologie classique les loc' sont des morphismes de
groupes.
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1.5 Cohomologie galoisienne des corps p-adiques, dualité de Tate-
Nakayama

On passe maintenant aux corps p-adiques. Ici on a beaucoup plus de résultats que pour
les corps de nombres. Le résultat important de cette section est la dualité de Tate Nakayama

(Théoréme |1.5.6))

On commence avec la dimension cohomologique des corps locaux a corps residuel fini, i.e.
un corps p-adique ou un corps de séries formelles & coefficients dans un corps fini. Soit & un
tel corps et soit F son corps résiduel. On note I' = Gal(ks/k) et I'y = Gal(F,/F).

Proposition 1.5.1. Pour tout premier p on a
cd,(T) < cd,(Tg) + 1.
Il y a égalité lorsque cd,(I'r) < 0o et p est distinct de la caractéristique de k.

Démonstration. On considére ’extension non ramifiée maximale k™" de k. Le groupe de Ga-
lois de cette extension s’identifie & I'y. D’autre part, le groupe de Galois de I'extension ks /k™"
est de dimension cohomologique < 1 (c.f. [Se3| Chapter V, Proposition 7] et [Sell Chapitre
11, Proposition 5]|). La Proposition nous dit alors que cd,(I') < 1+ ¢d,(T'r).

Lorsque ¢d,(I'r) = n < oo et p est premier & la caractéristique de k, on se raméne au cas
ot I est un pro-p-groupe (c.f. Corollaire|1.1.3.1)). On calcule alors H"*1(T", 11,,) en utilisant la
suite spectrale de Hochschild-Serre. Comme cd,(I'r) = n et cd,(Gal(ks/k™")) < 1, on trouve

H" (T, pp) = H"(Tp, H' (Gal(ks /k""), pp)) = H™ (T, (") /(K"")*").
La valuation de £™" définit un homomorphisme surjectif
(k,nr)*/<km")*10 N Z/pZ,

d’ott on obtient un homomorphisme surjectif H™(T'g, (k"")*/(k"")*?) — H"™(T'y, Z/pZ). Ceci
nous dit que H" (T, u,,) # 0 et donc ¢d,(T") > n + 1, ce qui donne 'égalité cherchée. O

Corollaire 1.5.1.1. Si F est fini, alors on a cdp(I') = 2 pour tout p distinct de la caracté-
ristique de k. En particulier cd(k) = 2 lorsque k est un corps p-adique.

Démonstration. En effet, dans ce cas I'r = Z, donc ¢d,(T'r) = 1 pour tout p, car les p-
sous-groupes de Sylow de 7, sont isomorphes & Z,, qui est un pro-p-groupe libre, donc de
p-dimension cohomologique 1, c.f. [Sell, Chapitre I, 1.5, 3.4]. O

On fixe dans la suite k un corps p-adique et F son corps résiduel. C’est un corps fini de
caractéristique p.

Lemme 1.5.2. On a H*(k,p,) = k*/k*", H?(k, p,) = Z/nZ et H'(k, u,) = 0 pour i > 3.
En particulier, tous les H'(k, u,) sont des groupes finis.

Démonstration. On a la suite exacte
1—>,un—>GmL>Gm—>1.

On sait que H°(k,G,,) = k*, H*(k,G,,) = 0 et H?(k,G,,) = Br(k) = Q/Z (c.f. [Se3,
Chapter XIII, Proposition 6]). La suite exacte longue de cohomologie nous donne alors le
résultat pour ¢ = 1,2. Pour ¢ > 3 c’est évident d’aprés le dernier corollaire. O

Proposition 1.5.3. Si A est un I'-module fini, H™(k, A) est fini pour tout n.
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Démonstration. A est isomorphe comme groupe & un produit direct des groupes de la forme
ln- On voit facilement qu’il existe une extension finie K de k telle que A et cette somme
soient des I'g-modules avec action triviale, donc isomorphes. D’aprés le Lemme [1.5.2] on a
que HI(K, A) est fini pour tout j. La suite spectrale

H'(Gal(K/k), H' (K, A)) = H"(k, A),
nous dit alors que H™(k, A) est fini pour tout n. O

La finitude des groupes H?(k, A) nous donne I'existence du module dualisant pour T, c.f.
Section On le note 1.

Théoréme 1.5.4. Le module dualisant I est isomorphe au module p, réunion des iy, n > 1.

Démonstration. Soit n € N et soit I,, le sous-module de I formé des éléments annulés par
n. On sait que I est module dualisant pour tout A sous-groupe de T, et HomA(un,In) =
Hom?® (in, I) s’identifie au dual de H2(A, p1,,), qui est & la fois isomorphe & Z/nZ d’aprés le
Lemme En particulier, le résultat est indépendant de A. On trouve alors Hom(py,, I,,) =
7. /nZ avec action triviale de T'. Or, pu, étant un groupe cyclique d’ordre n et I,, étant un
groupe de n-torsion, on voit que Hom(p,, I,,) = I, comme groupes (il suffit de prendre I'image
d’un générateur de p,). Alors I,, est isomorphe & Z/nZ comme groupe, donc a p, comme
I'-module, car le générateur de Hom(u,,, I,,) = Z/nZ est alors un isomorphisme I'-invariant.
En passant & la limite, on trouve ’isomorphisme voulu. O

Corollaire 1.5.4.1. Le groupe I' = Gal(k/k) est de dimension cohomologique stricte égal
2.

Démonstration. La Proposition [I.2.4] nous dit que ceci est vérifie si et seulement si pour tout
sous-groupe ouvert (donc d’indice fini) A de T', le module ¢ ne contient pas un sous-groupe
isomorphe a Q,,/Z,, pour tout p premier. Or, si K est ’extension finie de k associée & A, on
a ™ = uN K et on sait bien que c’est un ensemble fini, car K est aussi un corps p-adique.
Le résultat en découle. O

On peut maintenant énoncer la dualité de Tate-Nakayama. On commence par le cas des
I-modules finis.

Théoréme 1.5.5 (Dualité de Tate-Nakayama, cas fini). Soit A un I'-module fini, et posons
AY = Hom(A, ) = Hom(A, G,,).
Alors pour i =0,1,2 le cup-produit
Hi(k,A) x H* " (k, AY) — H*(k,n) = Q/Z
met en dualité les groupes finis H'(k, A) et H>~(k, AV).

Démonstration. Pour ¢ = 2 c’est simplement la définition du module dualisant d’apres le
Théoréme [1.5.4] Pour i = 0, il suffit de changer les roles de A et A, car (AY)V = A.
Finalement, pour ¢ = 1 il suffit de montrer 'injectivité du morphisme

HY(k,A) — H'(k, A)* = Hom(H'(k,A"),Q/Z),

car la surjectivité découle en changeant encore une fois A et AY. Plongeons alors A dans un
I'-module injectif B, de fagon que le morphisme H'(k, A) — H'(k, B) soit nul (les modules

15



injectifs sont cohomologiquement triviaux, c.f. [Se3, Chapter IX, §3]). En posant C = B/A,
on a un diagramme commutatif & lignes exactes

H(k, B) HO(k,C) ——> H(k, A)

| | |

H2(k, BY)* — H?(k,CV)* — H'(k, AV)*.

Comme « et B sont des bijections et § est surjectif, on trouve que v est injectif, ce qui
conclut. O

Soit maintenant A un T-module de type fini sur Z. Son dual AY = Hom(A4,G,) est le
groupe des k-points d’un groupe algébrique défini sur k. Lorsque A est fini, ce groupe 'est
aussi; et lorsque A est libre sur Z, AV est un tore avec A comme groupe des caractéres.

Théoréme 1.5.6 (Dualité de Tate-Nakayama). Considérons le cup-produit
0; : H'(k,A) x H*""(k, AY) = H*(k,G,,) = Q/Z.

(i) Soit H(k, A)" le complété du groupe abélien HO(k, A) pour la topologie des sous-groupes
d’indice fini. L application 0y met en dualité le groupe compact H°(k, A)" et le groupe
discret H?(k, AY).

(i) L’application 01 met en dualité les groupes finis H' (k, A) et H*(k, AV).

iii) Le groupe HO(k, AV) peut étre canoniquement muni d’une structure de groupe analytique

(iii) Le group p q group ytiq
p-adique ; soit HO(k, AV)" son complété pour la topologie des sous-groupes ouverts d’in-

dice fini. L’application 02 met en dualité le groupe discret H?(k, A) et le groupe compact
HO(k, AV)".

Démonstration. On ne donne qu’une esquisse de preuve trouvée dans [Sell Chapitre II, 5.§]
qui est dévissée en quatre parties. Pour une preuve compléte, on pourra regarder [NSW]|
Theorem 7.2.9].

(i) Cas o A ="Z.
Dans ce cas on a AY = G,, et 'action de I' sur Z est triviale. Pour (i), on note que H°(k,Z) =
Z, donc HO(k,Z)" = 7 et H%(k,G,,) = Q/Z. Alors 6 devient clairement une dualité. Pour
(i), on sait que H'(k,G,,) = 0, et d’autre part on a H'(k,Z) = Hom(T',Z) = 0. Pour (iii),
on utilise la suite exacte

0-Z—-Q—-Q/Z— 0,

pour en tirer I'isomorphisme H?(k,Z) = H'(k,Q/Z) = Hom(I',Q/Z) de la suite exacte
longue de cohomologie. On rappelle que Q est cohomologiquement trivial, car il est divisible
(donc injectif). La théorie du corps de classes local montre que le groupe Hom(T', Q/Z) est
dual du complété de k* = H(k, G,,) pour la topologie des sous-groupes ouverts d’indice fini.

(ii) Cas ou A = Z[I"] avec I quotient fini de T

Soit A le sous-groupe de I' tel que IV = T'/A et soit K l'extension finie de k correspon-
dant & A. On a clairement A = MA(Z), donc H'(k,A) = H'(K,Z). De méme, on a
Hi(k,AV) = HY(K,G,,), ce qui nous raméne au cas précédent. Il faut vérifier la compa-
tibilité du cup-produit avec les morphismes de modules et les applications de restriction.
Ceci est fait par exemple dans [NSWI Propositions 1.4.2, 1.5.3].

(iii) Finitude de H'(k, A) et H'(k, AY).

Lorsque A est fini, le résultat découle de la Proposition Par dévissage, on est ramené au
cas ol A est libre sur Z. L’action de I' sur A étant continue et définie par son action sur un
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ensemble (fini) de générateurs, on voit qu’il existe un sous-groupe ouvert A qui opére triviale-
ment sur A. Soit K l’extension finie de k correspondante. On a H(K, A) = Hom(A, A) = 0,
d’ott HY(k,A) = H*(K/k, A) en utilisant la suite spectrale de Hochschild-Serre. C’est clair
que le groupe H' (K /k, A) est fini, d’oil la finitude de H!(k, A). Celle de H'(k, A") découle de
la dualité elle méme (On remarque qu’on n’utilise pas cette finitude pour montrer la dualité).

(iv) Cas général.

On écrit A comme quotient L/R, ou L est un Z[I']-module libre de type fini et I est un
quotient fini de T'. D’aprés (ii), la dualité est vraie pour L et on a en plus H'(k,L) =
H'(k,LY) = 0. On regarde les suites exactes longues de cohomologie induites par les suites

0—+R—-L—>A—0,
0—-AY - LY - RY—0.

Ces suites longues se coupent chacune en deux morceaux. On obtient alors les diagrammes &
lignes exactes suivants

0—— H'(k, A) H%(k,R) H2(k,L) —— H2(k, A)

N

0 —— H'Y(k,AV)* —— H(k,RY)* —— H°(k,LV)* —— H°(k,AV)* ——=0

0—— H'Y(k,RY) — H*(k,AY) —— H*(k,LY) —— H?*(k,RY) ——=0

N

0—> H'(k,A)* — H°(k,R)* — H(k,L)* — H°(k, A)* —=0

Les flaches verticales sont bien siir celles induites par les applications #;. On note pour I'exac-
titude des lignes que le foncteur ()* est exact sur la catégorie des groupes abéliens localement
compacts qui sont totalement discontinus et dénombrables & ’'infini.

Il nous faut montrer alors que les morphismes «a, a4 et B2 sont bijectifs. D’aprés la
partie (ii), on a que as est bijectif. On en déduit que ay est surjective. Ce résultat est alors
applicable & tout I'-module. En particulier en ’appliquant & R on obtient alors que ay est
surjectif, d’oll on obtient que a4 est injective et par conséquent cg ’est aussi. Maintenant
c’est évident que «; est bijectif.

On passe au deuxiéme diagramme. On a maintenant que (1 et B3 sont bijectives d’aprés
ce qu’on a déja fait. Ceci nous dit que P est injective, donc 34 'est aussi. Cela nous dit que
B2 est bijective, ce qui conclut. O
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2 Cohomologie non abélienne

Dans cette partie on définira les ensembles de cohomologie non abélienne classiques
H°(g, A) et H(g, A), et aussi les ensembles de 2-cohomologie non abélienne H?(g, A, k)
et de cohomologie relative H'(g, A, B) et H?(g, Brel A) définis par Springer . On en donnera
quelques propriétés, dont quelques suites exactes.

2.1 Premiéres définitions

g est toujours un groupe profini. Un g-ensemble est un ensemble X muni d’une action
continue de g (i.e. & stabilisateur ouvert en chaque point). Un g-groupe A est un g-ensemble
qui en plus est un groupe dont la loi de composition est g-invariante, c’est a dire

*(ab) =*a’b, a,b€ A, s€g.

Un g-morphisme entre deux g-ensembles (resp. deux g-groupes) est une application (resp.
un morphisme de groupes) commutant avec les actions respectives de g. On remarque que
lorsque A est abélien, la notion de g-groupe coincide avec la notion classique de g-module.

Soit A un g-ensemble. On définit H°(g, A) comme 'ensemble des éléments g-invariants
de A, ie. H(g,A) = A® = {a € Al]*a = a,Vs € g}. On note que lorsque A est un groupe,
H%(g, A) a une structure naturelle de groupe (et méme de g-groupe avec I’action triviale).

Si A est maintenant un g-groupe, on définit un 1-cocycle de g dans A comme une fonction
continue a : g — A vérifiant I’égalité

_ S
Gst = Q5”0

On appelle Z'(g, A) 'ensemble des 1-cocycles. Deux tels applications a,a’ sont dites coho-
mologues s’il existe b € A tel que a’, = b~ 'a,’b. C’est une relation d’équivalence. L’ensemble
quotient est par définition I'ensemble de 1-cohomologie et est noté H'(g, A).

Remarques.

L’application triviale g — A, s +— 1 est clairement un cocycle. L’ensemble H'(g, A) est alors
un ensemble pointé avec la classe de cette application comme élément distingué.

Les ensembles H°(g, A) et H'(g, A) sont fonctoriels en A, i.e. un g-morphisme A — B induit
des morphismes H'(g, A) — H'(g, B) dans les catégories respectives (ensembles ou groupes
pour ¢ = 0, ensembles pointés pour i = 1).

Lorsque A est un groupe abélien, ces définitions coincident avec les groupes de cohomologie
classiques.

2.2 Espaces homogénes et 1-cohomologie relative

Soit A un g-groupe. Un espace homogeéne (& droite) sur A est un g-ensemble X muni
d’une action & droite de A qui est transitive et g-équivariante, i.e. qui vérifie ’équation

(z-a) ="z *a.

Un morphisme d’espaces homogénes est une application qui commute avec les actions de A
et g. Un tel morphisme est un isomorphisme s’il est bijectif.

Soit X un espace homogéne sur A et soit € X. Le stabilisateur de x dans A est appelé le

groupe d’isotropie de x. Notons ce groupe par B. On note que comme ’action est transitive,
tout groupe d’isotropie d’un élément de X est un conjugué de B.
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Définition 2.2.1. Soit B un sous-groupe quelconque de A. On définit ’ensemble de 1-
cohomologie relative de A par rapport & B comme 'ensemble des classes d’isomorphisme des
espaces homogénes sur A qui ont B comme groupe d’isotropie d’un de ses points. On le note
H'(g,A, B).

Notons que lorsque B est un sous-groupe g-invariant de A, H'(g, A, B) devient un en-
semble pointé. En effet, on trouve comme élément distingué la classe du g-ensemble B\ A
avec actions évidentes de A et g. D’autre part, H'(g, A, B) peut étre vide. Pour que ceci ne
soit pas le cas, il faut imposer quelques conditions sur B. Regardons ca plus en détail :

Soit X € H'(g,A,B) et x € X tel que B soit son groupe d’isotropie. La transitivité de
I’action de A nous donne l'existence, pour tout s € g d’un élément as € A vérifiant *x = z-as.
Le stabilisateur h de 2 dans g étant ouvert (on rappelle que action de g est continue), on voit
que l'on peut choisir les a; de fagon que s — a4 soit une application continue (par exemple,
en choisissant as = a; si sh = th). On a alors pour b € B, s,t € g :

r-as="z="(x-b)="2-b=1u-as"b
st s s .
Toag="2x="(x -a) =z as’q;
d’ou
*B=a-'Ba
- S S

2.2.1

as*a,a," € B. ( )
On appelle une application continue g — A vérifiant ces deux derniéres propriétés un 1-
cocycle relatif et I'on notera Z'(g, A, B) 'ensemble de ces applications. On omettra le mot
relatif lorsqu’il n’y ait pas de confusion possible. Nous allons expliquer maintenant la simili-
tude entre ces notations et celles de la section précédente.

Soit N le normalisateur de B dans A. Deux applications a,a’ € Z'(g, A, B) sont dites
cohomologues s’il existe n € N tel que o’ € Bn~'a,*n. C’est une relation d’équivalence qu’on
appellera R.

Proposition 2.2.2. Il y a une bijection canonique € : H'(g, A, B) — Z'(g, A, B)/R. En
particulier, H'(g, A, B) # () si et seulement si il eviste une application continue g — A

vérifiant les égalités .

Avant de montrer la proposition, notons que dans le cas ot B = {1}, 'ensemble Z'(g, A, B)
est exactement le Z1(g, A) de la section précédente et R coincide avec la relation définie sur
cet ensemble. On a trouvé alors une deuxiéme définition de 'ensemble H*(g, A) comme l'en-
semble des classes d’isomorphismes des espaces homogénes sur A a stabilisateur trivial. Ces
espaces sont appelés espaces homogénes principau.

Démonstration. Soit X un espace homogéne sur A et z € X tel que B soit son groupe
d’isotropie. On a construit plus en haut une application a = (as) € Z'(g, A, B). On définit
alors e(X) = Cl(a). Montrons que ceci est bien défini. D’abord, a est défini par z a mul-
tiplication & gauche par un élément de B prés. D’autre part, si on choisit un autre point
y € X avec le méme stabilisateur, on a y = x - n pour certain n € N, donc une application
a! = n"lbsas*n = bin"tas*n avec by, b, € B. On voit alors que a et a” sont cohomologues,

donc ¢ est bien définie.
L’injectivité est claire. En fait, si X,Y € H'(g, A4, B) ont la méme image par ¢, en faisant

un bon choix des points © € X, y € Y et des applications définies par ces points, on peut
supposer que tous les deux induisent la méme application a. Alors on a un isomorphisme

19



évident X - Y,z-ad' — y-a pour d € A.

Pour la surjectivité on se donne a € Z'(g, A, B). On pose X = B\A. L’action de A est
claire. On définit 'action de g comme *(Ba’) = Bas a’ pour a’ € A. On vérifie que ceci donne
a4 X une structure d’espace homogéne sur A. En effet, le seul point non évident & vérifier
est que l'action soit bien définie. Or, en utilisant les égalités (2.2.1]) on trouve, pour s,t € g,
a' € A, b€ B et certain b’ € B,

*(Bba') = Ba,*b*a’ = Bag(a; 'V as)’a’ = Ba,*a’ = °(Bd'),
*("(Ba')) = *(Ba,'a’) = Ba,*a,""a’ = Bay™'a' = *'(Bd).

En prenant x = B, on voit clairement que son stabilisateur est B et que 'application définie
par ce point est exactement a. ]

On peut aller encore un peu plus loin avec cette comparaison entre la 1-cohomologie
classique et la relative.

Proposition 2.2.3. Si B est un sous-groupe distingué g-invariant de A, on a l’équivalence
H'(g, A, B) = H'(g,A/B).

Démonstration. En effet, sous ces hypothéses, la premiére équation de devient tri-
viale et la deuxiéme donne exactement la condition de cocycle sur A/B. Finalement, a!, €
Bn~las*n, n € N devient exactement la formule a, = nasn=1, n € A lorsqu’on se restreint
a A/B, ce qui est bien la relation d’équivalence dans Z'(g, A/B). O

2.3 Torsion

On définit maintenant 1’outil de la torsion par un cocycle, qu'on utilisera dans la suite.

On fixe un g-groupe A et un g-espace X muni d’une action g-équivariante a gauche de
A. Pour un espace homogéne principal a droite P sur A (i.e. un élément de H!(g, A)), on
définit la relation d’équivalence sur P x X qui identifie (p, x) avec (pa,a~'x). La relation est
compatible avec I'action de g, car les actions de A sur P et X le sont. le quotient est alors
un g-ensemble, noté P x4 X ou pX. Les éléments de cet ensemble sont notés px, ce qui est
bien justifié car (p-a)x = p(a - x). Cet ensemble est appelé le tordu de X par P, car il s’agit
en fait du méme ensemble avec une autre structure de g-ensemble (une structure “tordue”).
En effet, pour p € P on a la bijection X — p X,z — px.

Toute cette construction peut se faire aussi du point de vue des cocycles. Pour cela, soit
a € Z'(g, A). On définit une nouvelle structure de g-ensemble sur X par la formule

On note ,X cet ensemble. C’est le tordu de X par a.

Montrons que ces deux définitions de torsion sont équivalentes. C’est facile : P étant un
espace homogeéne sur A, on trouve, pour un certain p € P, un cocycle a vérifiant *p = p - a,.
Alors les g-ensembles , X et pX sont isomorphes, car application = — px est bijective (on
I’a déja vu) et un morphisme de g-ensembles :

ps*az — p(as . Sx) — (p . a/s)sl‘ — Sps$ — S(px).

Notons en particulier que ceci nous évite de montrer que la torsion par un cocycle coho-
mologue donne un g-ensemble isomorphe. On remarque que cet isomorphisme n’est pas en
général canonique.
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Proposition 2.3.1. Pour a € Z'(g, A), la torsion par a présente les propriétés suivantes :
(i) X est fonctoriel en X (pour des A-morphismes X — X').
(ii) Ona (X x X') =, X x X'
(i) Si un autre g-groupe B agit & droite sur X (de fagon compatible avec g), alors il agit
aussi sur ,X.

(iv) Si X a une structure de g-groupe invariante par A, alors ,X avec la méme structure
est aussi un g-groupe.

Démonstration. On ne montre que les deux derniéres affirmations (les autres étant faciles a
vérifier).
Pour la propriété (iii), il suffit d’écrire, pour z € X, b € B et s € g,

Uz b)) =as-*(x-b) = as -z °b= ..

Et pour la propriété (iv), on voit que, pour z,y € X et s € g,

S s*xa . S*xa

y) =ty

s*a(

Ty) = as - b(xy) =a, - ("r'y) = (as : sx)(as ’
O

Exemple 2.3.2.

Si X = B« A, alors A agit sur B par automorphismes intérieurs de fagon compatible avec
g. La propriété (iv) de la derniére proposition nous dit alors que ,B est un g-groupe. Cette
action tordue de g sur B est donnée par la formule

s*ab _ assba;I.

On peut faire méme mieux. Avec les mémes hypothéses, on peut tordre B par un cocycle
a valeurs dans A/C, ou C est le centre de A (ou méme le centralisateur de B). En effet, si
a € Z'(g,A/C) est un cocycle, alors pour a relevant a dans A, I’action est définie par la
méme formule. On voit clairement que ceci ne dépend pas de l'application a choisie. Notons
que ceci s’applique en particulier lorsque B = A.

Proposition 2.3.3. Soit X un g-ensemble muni d’une action g-équivariante & gauche de A.
Soit a un 1-cocycle dans A. Alors ,A agit sur ,X de fagon compatible avec g.

Démonstration. Ceci se vérifie directement. On a, pour be A, z € X et s € g.

U x) =as-*(b-x) = as°b-*x = a,°ba; "t - (as - fx) = D - o,

O

La torsion nous sera utile pour calculer les fibres des morphismes qu’on trouvera dans la
section suivante. Le résultat central pour cela est le suivant.

Proposition 2.3.4. Soit a € Z1(g, A). On a une bijection
ty: ZYg, ,A,B) = Z'(g, A, B), b = (by) — (bsas).
Cette bijection passe au quotient par R et définit une bijection
7o H'(g,,A, B) — H'(g, A, B).
On rappelle que lorsque B = 1, ceci s’applique en particulier aux ensembles classiques

Z'(g, A) et H'(g, A).
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Démonstration. D’aprés (2.2.1)), on a

B = b, ' Bb,,
bs**b,by,' € B.

En utilisant ceci et 'égalité a,®q,a " = 1, on trouve

(bsas) ' B(bsas) = a;'b; ' Bbsa, = a; ****Ba, = °B,

; -1 1 —1;-1 —1
bsas®(bray)(bsias) ™" = bsas’ba; tas®a,a., by, = bs**bb,," € B.

Ceci montre que t,(b) € Z'(g, A, B). L’inverse de cette application est évidente, c’est a’ =
(a}) € Z'(g, A, B) = (aja;?).
Montrons maintenant que I'application passe au quotient. Soit ' un cocycle cohomologue a
b. On a donc
v, € Bn b, n,
d’ou
ta(b)s = blas € Bn by nas, = Bn~ tbsas*n = Bn " 't,(b)s*n.

Donc t,(b") est cohomologue a t,(b), ce qui conclut la preuve. O

2.4 Suites exactes 1

Tout comme dans la cohomologie abélienne, on peut dans ce cadre construire des suites
exactes longues avec les H*. Elles ne seront pas infinies, mais dans les sections qui suivent on
donnera ce qu’il faut pour arriver jusqu’a H?2.

Soit donc B un sous-groupe de A. On demande que B soit g-invariant, de fagon que
linclusion ¢ : B — A soit un g-homomorphisme. Dans ce cas, ’ensemble quotient (A/B) est
un g-ensemble, donc H%(g, A/B) = (A/B)® est défini. C’est un ensemble pointé, avec 1 - B
comme élément distingué.

De plus, pour = € (A/B)? on note que son image réciproque dans A est clairement un
espace homogéne principal & droite sur B. On note §°(x) sa classe dans H'(g, B). On a ainsi
définie une application §° : H%(g, A/B) — H'(g, B) qui peut aussi s’exprimer au moyen des
cocycles : Pour un cocycle représentant le méme z, on prend une préimage a € A et on pose
bs = a~'%a. La g-invariance de (A/B)% nous dit que b, € B pour tout s € g et en fait, b est
un cocycle, car

bt = a *a =a"aa " (*a) = b" (a7 a) = b,b,.

On pose alors §°(z) = Cl(x). On laisse au lecteur le soin de vérifier que ces deux définitions de
50 sont équivalentes (en utilisant I’équivalence donnée dans la Section [2.2). Cette équivalence
nous montre en particulier que 6°(x) est indépendant du choix de sa préimage a.

Proposition 2.4.1. On a une suite exacte d’ensembles pointés

0 Ll
1 H(g, B) > H(g, A) £ H'(g, A/B) <5 H(g, B) == H' (g, A).

Démonstration. Exactitude en H(g, B) : C’est évident, car « : B — A est une injection et
ici on regarde sa restriction a BSY.

Exactitude en H%(g, A) : C’est clair que p°(a) = p(a) = 1- B si et seulement si a € B,
d’ot I'exactitude.
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Exactitude en H%(g, A/B) : Du point de vue des cocycles, si # € Im(p°), alors z a une
préimage a € A%, ce qui donne 6(x) = Cl(b) avec by = a~'%a = 1. En sens inverse, si
§%(z) = 1, le cocycle (a=*%a) est cohomologue & 1, i.e. il existe b € B tel que b=ta"1%a’b = 1,
d’ott ab € A? et p°(ab) = p(a) = z, donc = € Im(p°).

Exactitude en H!(g, B) : De la définition de 6° on voit qu'un élément est dans son image
si et seulement si il est cohomologue & 1 dans A. O

Soit maintenant B un sous-groupe quelconque de A. Certains éléments de Z!(g, A) peuvent
étre regardés comme dans Z'(g, A, B). En effet, pour a € Z'(g, A), on a clairement as*a,a;," =
1 € B et alors il suffit de demander que a verifie

—1 _ s
a; Bas =°B,

pour tout s € g. Ceci nous donne une fonction (pas forcément partout définie) que 'on note
1

PL
ZY(g, A) —o Z1(g, A, B). On fait passer cette relation au quotient tout simplement en reliant

deux classes si et seulement si il existe un cocycle a dans A qui appartient aux deux classes. On
1

écrit H'(g, A) H (g, A, B) pour cette nouvelle relation (celle-ci pouvant étre multivaluée).
Notons que lorsque B est un sous-groupe g-invariant, H'(g, 4, B) a la classe du cocycle 1
comme élément distingué. En sens inverse, on note aussi que lorsque 1 € Z(g, A, B), le
groupe B est g-invariant d’aprés les équations

Proposition 2.4.2. Supposons que B est g-invariant. Alors on a une suite exacte d’en-
sembles pointés

1

0 L0 P’ 170 8% 1 G P g
1 — H"(g,B) — H"(9,A) — H"(9,A/B) — H (9, B) — H (9,A) — H (9,4, B).

Par exactitude en H'(g, A), on veut dire que I'ensemble des éléments de H!(g, A) qui
sont reliés a 1 par pl est 'image de ¢..

Démonstration. D’aprés la Proposition il suffit de démontrer I'exactitude en H!(g, A).
Soit @ un cocycle vérifiant a;!Bas = °B (i.e. qui a une image dans Z'(g, 4, B)). 1l est
cohomologue & 1 dans Z!(g, A, B) si et seulement si 1 € Bn~la,*n pour certain n € N, c’est
a dire, si et seulement si n=ta,*n € B. Alors a est cohomologue & 1 dans Z!(g, A, B) si et
seulement si a est cohomologue dans Z!(g, A) a un cocycle a valeurs dans B, ce qui donne
I’exactitude. O

Supposons que l'on veuille décrire les fibres de ces applications. Si 'on prend un élément
dans le noyau c’est facile. La fibre est exactement le noyau et la suite exacte nous donne
de l'information sur les noyaux. Or, pour les autres fibres on ne sait rien a priori. C’est 1a
ou la torsion devient utile. Elle nous permet de regarder toute fibre comme le noyau d’une
application. On se place d’abord dans un cadre un peu plus général.

Soit u : B — A un morphisme de g-groupes. Ce morphisme induit (par composition a
gauche) une application
U :H1(97B) — H1(97A)

Nous voulons décrire la fibre u; ! (u.(3)) pour 8 € H'(g, A). Soit b un cocycle représentant
B et soit a son image par w,. Comme u fait agir B sur A (par exemple, par translation a
gauche), la Proposition nous montre qu’on a un g-homomorphisme v’ : ;B — , A qui,
de la méme facon, induit un morphisme

u, : H'(g,,B) — H'(g, ,A).

®
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On voit alors facilement que le diagramme suivant commute :

H1(97B) L)Hl(gaA)

H'(g,,B) —— H'(g, ,A)

Comme 7, envoie I'élément neutre de H'(g, ,A) en u.(8), 7, nous donne une équivalence
entre la fibre u; ! (u.(B)) et le noyau de /.

Retournons & notre cas spécifique avec B sous-groupe de A et regardons la relation pl.
Dans ce cas, lorsqu’on tord par un cocycle a dans A, on trouve une deuxiéme relation p’ i entre
ZY(g, ,A) et Z'(g, ,A, B). Ces relations au niveau ensembliste se réduisent & la diagonale de
I'intersection des ensembles. On en déduit, en passant au quotient, qu’on a un diagramme
commutatif
Pl

H'(g, A) H'(g, A, B) (2.4.1)

TG,T TQT
2t

H'(g, ,A) ——<H(g, ,A, B),

i.e. pour tout v € H(g, ,A) relié par p'L avec n € H'(g, ,A, B), on a que 7,(7) est relié par
pl avec 7,(n).

Maintenant on peut donner quelques corollaires de la derniére proposition.

Corollaire 2.4.2.1. Le noyau Ker(:l) s’identifie avec le quotient de (A/B)® par laction du
groupe A8,

Démonstration. En utilisant la suite exacte, on voit qu’il suffit de montrer que 6°(x) = §°(z')
si et seulement si il existe ¢ € A? tel que cx’ = x. Or, ceci est clair : si a,a’ € A sont des
préimages de x,2’, on a

x) =0%2") < b la'a®b = a7 a’ pour certain b € B et tout s € g

/—1

< aba’ " € A? pour certain b € B.

En posant ¢ = aba’~!, on trouve I’équivalence voulue. O
)

Corollaire 2.4.2.2. Soit 3 € H'(g, B) et b un cocycle dans cette classe. Alors (11)~1(:L(B))
s’identifie avec le quotient de (,A/,B)® par laction de (,A)S.

Démonstration. Ceci est clair en tordant la suite exacte comme on a expliqué avant. O

Corollaire 2.4.2.3. Soit o« € H'(g, A, B) tel que (pl)~1(a) # 0, i.e. il existe un cocycle a €
ZY(g, A) représentant a. L’image inverse de o par pl s’identifie alors avec Im(H(g, ,B) —
H'(g,,4)).

Démonstration. Ceci est clair d’aprés 'exactitude de la suite et le diagramme (2.4.1). On
note que ,B est bien définie, car a, étant un cocycle dans Z'(g, A, B), il est & valeurs dans
N. D’apres 'Exemple 2:3:2] on a bien le droit de tordre B par a. O

Lorsque B est un sous-groupe distingué de A, ensemble A/B a une structure de groupe
et en plus on peut appliquer la Proposition 2:2.3] On trouve alors le résultat suivant.
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Corollaire 2.4.2.4. La suite d’ensembles pointés

0 L0 140 P’ 170 6 1 Lo oprl Pi o1
1 — H'(g,B) — H"(9,A) — H"(9,A/B) — H (9,B) — H (9,A) — H (g, A/B),
est exacte.

Démonstration. 11 suffit de noter que la relation p! définie plus en haut devient I’application
évidente aprés identification de H'(g, A, B) avec H'(g, A/B). O

L’ensemble H®(g, A/B) a maintenant une structure de groupe, ce qui rend plus facile la
description des fibres. En effet, (4/B)?® agit maintenant sur H'(g, B) de la facon suivante :
Pour ¢ € (A4/B)*?, on prend une préimage a € A. Soit 3 € H'(g, B) et b un cocycle dans cette
classe. On pose alors b, = a~'bs®a et on définit 3 - ¢ = C1(b'). On vérifie facilement que cette
action est bien définie.

Proposition 2.4.3. Cette action a les propriétés swivantes :

(i) Pourceg, onad’(c)=1-c.
1

. St et seulement si il existe

(ii) Deux éléments B,3 € H'(g, B) ont méme image par .
ce(A/B)S tel que B-c=p'.

(iii) Pour B3 = Cl(b) € H'(g,B) et ¢ € (A/B)%, on a B-c = B si et seulement si ¢ €
Im((,4)¢ — (A4/B)*).

Démonstration. Pour (i), c’est clair d’aprés les définitions de 6° et de 'action.

Pour (ii), soient b, b’ des cocycles représentant 3 et 3’ respectivement. On a alors (1 (3) =
t1(B') si et seulement si by = a~!b.%a pour certain a € A. Or, comme B est normal dans A,
on a by = ba"'%a pour certain b” € B. On trouve que a~'*a € B, ce qui nous dit que a est
la préimage d’un ¢ € (A/B)¢, et alors 8 =/’ - c.

Pour (iii), supposons d’abord 3 = 1. Le résultat est alors évident d’apres (i) et I'exactitude
de la suite. Le résultat général est alors clair en tordant la suite par b. Il faut juste noter que
comme b est & valeurs dans B, on a ,(A/B) = (A/B). O

1
Corollaire 2.4.3.1. Le noyau Ker(H' (g, A) 2> H'(g,A/B)) s’identifie au quotient de
H'(g, B) par Uaction de (A/B)®.

Démonstration. C’est clair d’aprés Pexactitude de la suite et la partie (ii) de la Proposition
2.4.3 O

Corollaire 2.4.3.2. Soit a = Cl(a) € H'(g, A). Alors la fibre p!~ ' (pl(a)) de o s’identifie
au quotient de H'(g, ,B) par Uaction de ,(A/B)°.

Démonstration. C’est clair d’apreés le dernier corollaire en tordant la suite. O

Remarque.

On pourrait écrire encore pas mal de suites exactes et des descriptions de ses fibres dans de
cas plus généraux ou plus spécifiques. On a aussi des résultats plus généraux sur les relations
entre cohomologies relatives, ot 'on utilise toujours la torsion pour analyser ses fibres. Pour
trouver tous ces résultats, on pourra regarder [Sell Chapitre 1, §5] et [Spl), 1.7 - 1.11].
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2.5 g-liens

Soit A un groupe. On ne demande pas maintenant qu’il soit un g-groupe. On note Aut(A)
(resp. Int(A)) le groupe des automorphismes de A (resp. des automorphismes intérieures). On
sait que Int(A) est distingué dans Aut(A). On appelle Out(A) le quotient de ces groupes et
on note 7 : Aut(A) — Out(A) la projection canonique. On munit Aut(A) (et par restriction
Int(A)) de la topologie faible par rapport aux applications d’évaluation ¢ — ¢(a) pour
a € A (le groupe A étant muni de la topologie discréte). Le groupe Out(A) hérite donc d’une
topologie quotient naturelle.

Définition 2.5.1. Un g-lien sur A est un homomorphisme « : g — Out(A) tel qu’il existe
une application continue ¢ : g — Aut(A) relevant x, i.e. tel que kK = 7o ¢.

Sl existe un tel ¢ qui soit un homomorphisme (ou en d’autres termes, si A est un g-groupe
via ¢), le g-lien x est dit trivial.

Exemples 2.5.2.
(1) Si k =1, on a un g-lien trivial. En effet, on peut relever x en ¢ = 1.
(2) Si A est abélien, alors Aut(A) = Out(A). Alors tout g-lien sur A est trivial.

Soit A : g’ — g un homomorphisme continu et soit k (resp. ') un g-lien (resp. g'-lien) sur
A (resp. sur A’). Un homomorphisme p: A — A’ est un morphisme de x dans ' compatible
avec A s'il existe des applications «, o’ relevant k et k' et vérifiant, pour a € A et s’ € ¢/,

plans)(a)) = o (u(a)).

Dans le cas ou g’ = g, A’ = A et u € Aut(A), ceci équivaut a m(u)k(s) = &'(s)m(p) pour
tout s € g.

Lorsqu’on a introduit ’ensemble de 1-cohomologie, on a donné d’abord une définition
avec des cocycles et relations et on a donné une équivalence entre cette définition et sa carac-
térisation avec les espaces homogénes. Cette fois on fera le contraire. On définira H?(g, A, k)
a travers de sa caractérisation. On parlera alors sur les extensions de groupes.

Soit A un groupe discret. Une extension F de g par A est une suite exacte de groupes
topologiques
12 A5 ES g1,
i.e. ¢ est un morphisme strict (ce qui revient a dire que ¢(A) est homéomorphe a A, donc

discret) et p est une application ouverte. Un morphisme d’extensions de g par A est un
diagramme commutatif

On remarque que tout morphisme est un isomorphisme. Une extension est dite scindée s’il
existe un homomorphisme continu ¢ : g — E tel que gop = id,.

Remarque.
Lorsque g est profini (ce qui est toujours notre cas), il existe toujours une section continue
o :g— FE. On remarque qu’une section n’est pas forcément un morphisme de groupes.

A toute extension E de g par A on peut lui associer un g-lien sur A de la fagon suivante :
On choisit une section continue o : g — E et on pose ¢ : g — Aut(A), s — int(o(s)), ce
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qui est bien défini car A est distingué dans E. On définit alors kK = 7 o ¢. Cette définition
est indépendante du choix de la section o. En effet, si 6 est un autre choix, on trouve
6(s) = aso(s), ce qui donne l'application ¢ et le morphisme & vérifiant

#(s) = int(aso(s)) = int(as) o int(a(s)),
et donc (;AS = ¢ mod Int(A), ou bien 4 = k. On dit que & est le g-lien associé a E.

Remarque.

Un g-lien x quelconque n’est pas forcément associé a une extension. Un k vefifiant ceci est
dit représentable. Il y a un critére de représentabilité qui utilise H3(g, C) ot C est le centre
de A (c.f. [MLL Chapter IV, 8]).

2.6 2-cohomologie non abélienne
On fixe A un groupe discret et x un g-lien sur A.

Définition 2.6.1. L’ensemble des classes d’isomorphisme des extensions de g par A ayant x
comme g-lien associé est noté H?(g, A, k) et on 'appelle I'ensemble de 2-cohomologie de x.

Remarques.

L’ensemble H?(g, A, ) peut étre vide. Plus précisément, il I'est exactement lorsque » n’est
pas représentable.

Lorsque A est un g-groupe, on a un morphisme ¢ : g — Aut(A) qui induit le g-lien trivial
k = o ¢. Dans ce cas I'ensemble H?(g, A, k) devient un ensemble pointé avec le produit
semidirect induit par ¢ comme élément distingué. Cette extension correspond a 1’élément
Cl(¢,1) € H%(g, A, k) dans la définition qui suit.

Lorsque A est abélien, on a une bijection canonique entre H?(g, A, ) et H?(g, A), ot Paction
de g sur A est donnée par £ (qui est maintenant trivial, c.f. 'Exemple (2)).

On redéfinit maintenant I'ensemble H?(g, A, k) au moyen des cocycles.

Définition 2.6.2. Un 2-cocycle est une paire (f,g) ou f: g — Aut(A) et g:gxg— A sont
des applications continues tels que, pour s,t,u € g,

fs mod Int(A) = k(s), (2.6.1)
fst = int(gs,t) o fs o ft7 (262)
gs,tufs(gt,u) = Gst,us,t- (2.6.3)

L’ensemble des 2-cocycles est noté Z2(g, A, k). Un cocycle de la forme (f,1) est appelé un
cocycle neutre.

Remarque.

Cette défintion différe un peu de celle donnée par Springer dans [Spl]. Ses 2-cocycles utilisent
¢! au lieu de notre g. Les égalités qu'on vient de définir se voient un peu altérées et donc
les démonstrations dans la suite ne sont pas exactement celles trouvées dans [loc. cit.|, mais
Iidée reste toujours la méme.

Le groupe C*(g, A) des applications continues ¢ : g — A agit sur Z%(g, A, k) par la formule
c-(f,9)=(c- f.c-g)on

(C : f)s = int(cs) o fs,

(C : g)S,t = Cstgs,th(Ct)ilcsil'

On vérifie par un calcul direct que cette action est bien définie.
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Proposition 2.6.3. On a une bijection canonique \ : H*(g, A, k) — Z*(g, A, k)/C*(g, A).

Démonstration. On définit A comme suit :

Soit E une extension dans H?(g, A, k). Choisissons une section & : s — §. On pose, comme
dans la derniére section, f : g — Aut(A), s — int(5). Comme E € H?(g, A, k), on voit que
fs = k mod Int(A). D’autre part, pour v € E on a une écriture unique v = a§ avec a € A,
s € g. Notons aussi que 'on a 8a = 5a8713 = f,(a)s.

On veut définir un cocycle. Pour cela, notons que éf et st ont la méme image dans g.
Alors il existe un unique g, ; € A tel que st = g, ;5t. On affirme que (f, g) est un cocycle. On

a déja vu qu’il vérifié ’équation . Pour , on note que
fst = int(st) = int(gs ¢5f) = int(gs ) o int(8) o int(£) = int(gs) o fs o fr.
Et pour , on utilise les égalités suivantes
St = Gor uStil = Gorugs 1511,
stu = gs,tuéﬁt = gs,tu§9t,u£ﬁ = gs,tufs (gt,u)gma

d’on gs,tufs(gt,u) = Gst,uls,t- Donc (fa g) € Z2(97A7 KJ) et on pose )‘(E) = Cl(f, g)'

Vérifions que A est bien définie. Soit ¢ : s + 5 une autre section. On a alors § = ¢
pour certain ¢ € C1(g, A). On trouve alors des applications f : g — Aut(A), s — int(3) et §
vérifiant st = g, ,5t. On vérifie que

fs = int(5) = int(ce8) = int(cy) o int(8) = int(cs) o fs = ¢ - f.

Et pour g on a

t = gs,f»§£ = gs,tcsgctf = gs,tcsfs(ct)gf = gs,tcsfs (ct)g;tl‘;\t = gs,tcsfs(ct)gs_,gcs_tlgta

ce qui nous donne 1’égalité
~ -1 -1
gs,t = Cstgs,tfs (Ct) Cs -

Donc on a bien (f,§) = c- (f,g), ou bien CI(f,§) = CI(f, g).

D’autre part, si E’ est une autre extension de g par A isomorphe & F, on a le diagramme :

P
T g
E/ pl

g 1.

1

1 A—1
o

1

alors ¢’ : s — v(§) est une section de g dans E’. On note alors que le cocycle (f',¢’) induit
par cette section est le méme. En fait, comme v|4 = id 4,

fia) =v(8)av(d) "t = v(3as™ ') = sa57 = f,(a),
v(st) = gL (3)(f) = vl ,30),
d’ott on en tire f' = f et ¢’ = g. Donc A est bien définie.

Injectivité : Supposons A(E) = A(E’). En prenant des sections ¢ : g — E, s — §,

6 : g — E' s +— &, on trouve des cocycles (f,g) et (f',g') tels que (f',¢") = ¢- (f,9)

pour un certain ¢ € Cl(g, A). Alors, quitte a changer 6’ par ¢=16’ : s + ¢ 18, on peut
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supposer que ces deux sections induisent le méme cocycle (f, g). On définit une application
v: E — E' par v(as) = as’. C’est clairement une application bijective qui induit I'identité
sur A et g. Il suffit de montrer que c’est un morphisme de groupes, ce qui est clair d’aprés

v(adbt) = v(af,(b)st) = u(afs(b)g;tlgf) = afs(b)g;tlﬁl =af,(b)§'t = as'bt’.

On a donc E = E’ et X est injective.

Surjectivité : Soit (f,g) un 2-cocycle. On peut supposer qu'il est tel que f; = ida et
911 = gs1 = g1, = 1. En effet, de la définition des cocycles (Définition [2.6.2]) on obtient
facilement les égalités

= int(gl_&), gs1 = fs(g11),  fi(g1,5) = 911,

d’oti on obtient aussi g1,s = ¢1,1. Alors en posant ¢, = g1,1 pour tout s € get (f',¢") = c(f,9),
on trouve que (f’, g’) vérifie ces propriétés.

11 s’agit alors de construire une extension de g par A qui induise (f, g) et telle que son g-lien
associé soit k. On pose E = A x g avec le produit

(a,s)(b,t) = (afs(b)gs_,tl’ st).

On vérifie 'associativité :

[(a, 5)(b,))(c, u) = (afu(b)gsy, st)(c;u) = (afu(b)gs; for(€)gsus stu)
= (afs(b)gz i gsfs(£e(0))garga' s stu) = (afs(B)f(fe()) fs(gta) ™ Gatius sTU)

)

= (afs(bfi()gru)gars stu) = (a,5)(bfe(c)giu, tw) = (a,)[(b,1)(c,w)].

)

L’élément neutre est (1,1). En fait,

(17 1)(CL, 5) = (fl(a)gl_éa 8) - (aa S)a
(a7 S)(lv 1) = (afs(l)g;%, 5) = (a7 S)'

L’inverse de (a, s) est donné par (f; *(a"'gss-1),s !). En fait, on a

(a78)(fs_1(a’_1gs,s*1)a 8_1) = (aa_lg‘37s,1g;;71,35_1) = (17 1)-

Finalement, on note que A s’injecte dans E par a — (a, 1), car (a, )(b 1) =
distingué¢ dans E car (b,s)(a,1)(b,s)"! = (b,s)(a,1)(*,571) = (*,ss D= (x
pour montrer que E induit «, il suffit de montrer qu’elle induit le cocycle (f, g
mod Int(A). Or, on a clairement la section 6 : s — § = (1, s), qui induit bien (
les égalités

(ab,1). Il est
1) € A Et

), car = f
/s )dapres

sas! = (1,5)(a,1)(1,8) 7" = (fo(@)gg1, ) (o (go,1)s 57 1)
= (fs(a)gs’s_lg;;fl,ssfl) = (fs(a),1) = fs(a),
st = (Ls)(L,1) = (fs(Dgsisst) = (9et [r(D)gn,se st) = (954, (L, 8t) = g/ st
Donc on trouve A(E) = CI(f, g), ce qui conclut la preuve. O

Remarque.

D’aprés la construction de cette équivalence, on voit que les classes dans Z2(g, 4, k)/C1(g, A)
contenant un cocycle neutre correspondent aux extensions scindées. On note N?2(g, A, k)
I’ensemble de ces classes.
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Maintenant on va voir que I'ensemble H?(g, A, x) n’est pas si mystérieux. Il se trouve
qu’on peut le décrire via le centre de A, qui est un groupe beaucoup plus simple & analyser.

Soit donc C' le centre de A. Il est invariant par automorphismes de A, donc on a un
morphisme Aut(A) — Aut(C) = Out(C) qui est trivial sur les automorphismes intérieurs.
On trouve par composition une application g — Out(C') que 'on note toujours k. Comme C
est abélien, on trouve que k est un g-lien trivial sur C.

Soit (f,g) un 2-cocycle dans C. Alors comme Aut(C) = Out(C), on trouve f = k et
donc g est un 2-cocycle au sens classique. Ceci nous montre que H?(g, C, k) s’identifie avec le
groupe abélien H?(g, C) par (f,g) — g. Ce groupe agit sur H?(g, A, k) de la fagon suivante :
Pour h € Z%(g,C), (f,g) € Z*(g, A, k), on pose

Cl(h) - CI(f,9) = CI(f, hg).

Cette action est bien définie. En effet, la commutativité des hs; nous montre facilement que
h(c-g) = c- (hg) pour ¢ € C'(g, A), donc la définition ne dépend pas du cocycle (f,g). De
méme, pour ¢ € Cl(g,C), la commutativité des ¢, nous montre que ¢’ - f = f et (¢’ - h)g =
c - (hg).

Proposition 2.6.4. Si H?(g, A, k) est non vide, alors il est un espace homogéne principal
sur H?(g,C) pour cette action.

Démonstration. Montrons d’abord la transitivité. Soient n = CI(f,g), o' = CI(f’,¢') deux
éléments de H?(g, A, x) (que I'on suppose non vide). On peut supposer f = f’, car pour
tout s € g on a fs = f! mod Int(A), donc ¢, = fsf's_1 € Int(A) = A/C. On étend ceci
en une application continue ¢ : g — A et on voit bien que c¢- f' = f. Ceci étant, on définit
Psp = gs7tg’;t1. Les égalités

P
<
|

=int(gs,¢) o fs o fr
fs =nt(gs ;) o foo fi,

nous disent que int(ps ;) = int(gs ) o int(g’;tl) =idy et alors ¢, € C. On affirme que ¢ est
un cocycle. En effet, on a

s _ 1—1 g s —1
Ps,tu @t,u = Gs,tud s, tu gt,u gt,u'

Comme ¢ est & valeurs dans C et C est g-invariant, on peut récrire ceci comme

s _ s s =1 /=1 _ =1 =1 _ =1 =1 _
Pstu Prou = Isitu Jtu 91wl situ = Ist,uds,t9 519 sty = Ist,uPs,t9 stu = Is,tud s tuPs,t = PstuPs,t-

On a donc CI(f,g") = Cl(p) - CI(f, g), ce qui donne la transitivité.

Supposons maintenant que I'on ait Cl(¢) - C1(f, g) = CI(f, g). Alors il existe ¢ € C*(g, A)
telle que

fs =1int(cs) o fs,
Ps,tgs,t = Cstgsﬂffs(ct)_lcs_l'

On en tire que ¢ € C et alors la deuxiéme équation dévient
-1 -1
Ps,t = Cstfs(ct) Cs

ce qui nous dit que ¢ est cohomologue a 1 et conclut la preuve. O
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Pour 1,7’ € H*(g, A, k), on note i’ — n le seul élément de H?(g, C') emportant 1 dans 7'
Ceci est bien défini d’apres la Proposition [2.6.4]

Remarque.

Lorsque A est un g-groupe, 'ensemble H?(g, A, k) devient un ensemble pointé avec 1’élément
Cl(¢,1) € H*(g, A, k) comme élément distingué (c.f. les remarques aprés la Définition .
Cet élément nous donne avec la derniére proposition une bijection canonique entre H?(g, C')
et H%(g, A, k). L’application est définie par Cl(h) — Cl(¢, h), avec I'inverse n — 1 — Cl(¢, 1).

2.7 Morphismes

Passons maintenant aux morphismes des g-liens et ses conséquences sur les ensembles de
2-cohomologie. On suppose désormais que tous les g-liens sont représentables (sinon, il n’y a
rien & définir). Soient k un g-lien sur A, £’ un g’-lien sur A’, X : ¢ — g un homomorphisme
et p: A — A’ un morphisme de k dans k' compatible avec A (c.f. Section . On définit une
relation (X, p)? : H%(g, A, k) — H?(g', A’, k') au moyen des cocycles : 1 est relié¢ avec 1’ si et
seulement si il existe des cocycles (f,g), (f',¢’) représentant 7 et ' tels que, pour a € A et
siteg,

fo (@) = w(fas)(@))s  go v = 1(grs)aw))- (27.1)

Proposition 2.7.1. Si A’ est abélien ou p est surjectif, (\, )2 est une application.

Démonstration. Montrons d’abord que tout élément a une image par (\, u)2.

Supposons que A’ est abélien. Dans ce cas il n’y a qu'un choix pour f’ (c’est £'), et la
compatibilité de p avec A nous dit que tout f est compatible avec f’ = ’. Il suffit alors, pour
(fa g) € Z2(97A7’£)a de poser g;',t/ = .u(gk(s’),)\(t’)) et on a (/\’:u‘)i(Cl(f’ g)) = (‘%/vg/)' Donc
tout élément de H?(g, A, ) a une image par (A, u)2.

D’autre part, si u est surjectif, pour (f,g) € Z%(g, A4, k) on pose Gy = H(IA(s @)
et pour ¢’ € A’, on prend une préimage a € A et on définit fl,(a') = p(fry(a)). Clest
clair que ces cocycles vérifient (2.7.1). On peut vérifier que f’ ne dépend pas du choix des
préimages. Il suffit de noter que Ker(u) est invariant par fs, pour tout s € g, ce qui découle
de la compatibilité de p avec .

Supposons maintenant que 1’on a, pour certain ¢ € C*(g, A), que les paires de cocycles
(f,9),(f",g) et (c- foe-qg),(f",¢") vérifient les équations. Il faut montrer que CI(f”,g") =
Cl(f’,g"). D’apres (2.7.1)) on a les équations

fo(u(a)) = u(frs) (@), go v = m(gasaw))
fo(u(a)) = plint(crsy) © faesn (@), guy = /ff(CA(s/t/)g)\(s’),)\(t’)f)\(s’)(C)\(t/))_lc;(ls/))~
On en tire les égalités
fo(u(a)) = plexcsn Fasn (@)ex ) = mleasn)) (s (@) ulensn) ™ = int(uleacs))ofo (ula)),
et
gt o= pleais e ) (arsnae) s (exen) ) i(easy) = mleaen)gar o fo (leaan) ™ mlexesn) ™

Posons ¢, = u(cy(sy). On voit alors qu'on a (f”,g") = ¢ - (f',g’). En effet, pour les g
c’est évident d’aprés les derniéres égalités, et pour les f on note que pour A abélien on
a f" = int()f = [/, et pour p surjectif on a aussi f” = int(¢’)f’ d’aprés les derniéres
égalités U
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Ceci s’applique notamment dans le cas des quotients par un sous-groupe caractéristique.

Corollaire 2.7.1.1. Soit k un g-lien sur A et B un sous-groupe caractéristique de A (i.e.
invariant par automorphismes de A). Notons p : A — A/B la projection. Alors on a un
g-lien k' sur A/B et une application canonique H?(g, A, k) — H?*(g, A/B,K') qui envoie
N2(g, A, k) dans N*(g, A/B,K').

Démonstration. D’aprés la Proposition il suffit de donner un g-lien sur A/B tel que p
soit un morphisme de x dans ' compatible avec idg. Or, comme B est caractéristique, on a
un morphisme canonique Aut(A) — Aut(A/B), donc un morphisme Out(A) — Out(A/B).
En composant k avec ce morphisme, on trouve ' : g — Out(A4/B). Ce morphisme définit
clairement un g-lien sur A/B et on voit facilement que p est compatible avec idy. La derniére
affirmation est claire d’aprés les équations (2.7.1)). O

Regardons un autre cas particulier de cette relation. On pose A = idg et p € Aut(A).
Alors i est un morphisme de £ dans £’ compatible avec idg, ot £'(s) = m(u)r(s)m(u) ™. La
surjectivité de p nous dit que pu? = (idg, 1)? est une application.

Proposition 2.7.2. Si p € Int(A), alors k' = k et u2 est lidentité de H*(g, A, k).

Démonstration. Cest clair que £’ = k. On a A\ = idy et p(a) = bab™! pour certain b € A.
Les formules (2.7.1)) nous donnent alors u2(f,g) = (f’,g') avec

fi(a) = u(fs(p=1 (@) = bfs ()~ fo(a) fs(b)b,
Gor = 1(gst) = bgs.eb .

On en déduit que f' = int(c)of = c- f avec ¢, = bfs(b) L. D’autre part, en utilisant I’équation

(2.6.2)), on trouve
(¢ 9)st = Cotgsifslce) T gt =0fst(b) g fs (e (b)) fs() " fa(b)b™" = bgs b =gl

d’ou (f',g') = c- (f,g), ou bien CI(f’,¢") = CI(f, g). O

On peut généraliser un peu ce résultat. On fixe (f,g) € Z2(g, A, k). Alors tout élément
de Z?(g, A, k) est cohomologue & un cocycle de la forme (£, g’), car f est uniquement définie
(par k) modulo I'action de C*(g, A). On pose maintenant, pour ¢ € g

N:ig—g s—tist et u:A—=A a fia)

On voit que ¢ est un homomorphisme de x dans x, compatible avec A, car fiofi—1, = fsofi
mod Int(A), ce qui nous donne, d’aprés la surjectivité de s, une application (A, )2 de
H?(g, A, k) dans lui méme. En prenant f’ = int(c) o f au lieu de f avec ¢ € C'(g, A), on
obtient lapplication (As,int(c) o pe)? = (g, pe)? o (idg, int(ct))?, qui est égal a (A, pue)?
d’aprés la derniére proposition. Donc (A, p:)? ne dépend pas du choix de (f, g) et on a méme
mieux.

Proposition 2.7.3. (A, ut)? est lidentité de H?(g, A, k) pour tout t € g.

Démonstration. De la définition de (A, i¢), on peut en déduire qu’elle envoie Cl(f,g’) dans
Cl(f",g"), avec

—1
f':' = fto fi-ire o fr 7,
g;/,s = ft(ggflrt,tflst)'

Or, en utilisant 1’égalité (2.6.2)) pour (f,g’), on trouve

_ . -1 _ . -1 .
fi = fto fi-1re 0 fi P = mt(glm—lrt) o frto f P = lnt(g/t,t—lrt) o 1nt(9;7t) o fr.
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En posant h, = g’t_)tl_lrtg;,t, on va montrer alors que (f/,¢"”) = h-(f,g'). On vient de le
vérifier pour f donc il suffit de le vérifier pour ¢’. On a

h-d —h ’ h —1h—1 -1 ’ ’ =1 =1

( g >T7S - TSgr,sz( S) r —9 t,t*lrstgrs,tgr,sz(g s,tgt,tflst)g r,tgt,tflrt'
En utilisant toujours les propriétés des cocycles (notamment I’équation (2.6.3])) on obtient
les égalités

-1
g;‘s,tg:",sfr(g/s,t) = g:‘,st’
/ / =1 _
gr,stf?“(gt,t_lst)g rt = rtt—1st

=1 ’ ’ _ ’
9 tt-1rstrtt-1st9t t—1rt — ft(gtflrt,tflst)v

donc,

-1 -1 -1
(h'g/)r,s = g/t,tflrstgvl",stfr(gé,t_lst)glr,t g;,t_lrt = g/t,tflrstg;‘t,t—1stg£,t_1rt = ft(gé_lrut_lst) = g:“/,S
Donc h- (f,g") = (f',g") et CI(f,¢") = CI(f’,¢"), ce qui termine la preuve. O
Remarque.

Dans le cadre de la cohomologie galoisienne, cette derniére proposition est une espéce d’équi-
valent du résultat classique de cohomologie galoisienne abélienne qui dit que pour un corps k,
les Hi(ks/k,g) ne dépendent pas du choix de la cloture séparable k, de k (c.f. [Se3, Chapter
X, Proposition 5] pour le résultat classique et la Section pour le résultat sur H? non
abélien).

2.8 2-cohomologie relative

Soit A un g-groupe, B un sous-groupe de A et a € Z'(g, A, B). On définit les applications
f:g— Aut(B)et g: g xg— B par

fs(b) = assbasfl7 b e B;

s —1 —1
gst = Qst Qp Qg .

On note que f, est bien un automorphisme de B et g est bien & valeurs dans B d’aprés les
équations ([2.2.1)) vérifiées par a. Notons s4 : b+ ®b. Alors on a

fst =1int(as) o (st)4 = int(gs,¢) o int(as) o int(*a,) 0 sy oty
= int(gs,;) o int(as) 0 s4 oint(ay) oty = int(gsy) o fs o fi.
On définit alors un g-lien sur B comme k4(s) = fs mod Int(B) et on voit alors que (f,g) €
Z%*(g, B, K,), car
opufs(9ru) = asta®ar, ay tas’ ey, ay Pay et = ag®
1

t 1s —1_—1

Ay Gy A

_ st —1 _— s —1 _—1 __
= Qstuy au ast Ast at as _gst,ugs,t~

Prenons maintenant le cocycle cohomologue a, = (bsas) avec by € B. On obtient une
paire (f',¢’) telle que f! = int(bs) o fs, ce qui nous dit que cette paire induit le méme g-lien,
i.e. Kqr = Kq. En plus, on trouve par un calcul direct que g, = bstgs.tfs(b) 1o 1. On en
déduit que (f',¢’) =b- (f,g), donc ils définissent la méme classe dans H(g, B, k).

Prenons cette fois le cocycle cohomologue a’, = n~las*n avec n € N, le normalisateur de B.

Notons 7, I'automorphisme de B défini par b +— n~1bn. Alors on a cette fois f! = 7,0 fyo7,, 1,

et donc k4 pourrait étre différent. On trouve en plus,

1 t 1 —1 1 1 1

_ _ -1, _ _ 1
Gor =1 ag’ n’(n"taitn) " (n"tassn) Tt = n " tag ey tag tn = T(gs )
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En utilisant les notations de la section précédente (notamment les égalités (2.7.1))), on voit
quon a (f',g') = (7)3(f. 9)-

Soit ® I’ensemble des g-liens sur B de la forme s, pour a € Z%(g, A, B). D’aprés ce qu'on
a fait, on voit que N agit sur I'union disjointe [, .4 H?(g, B, k) via les 7,, et que 'on a une
application 6* de H!(g, A, B) dans les orbites de cette action. Posons

H?(g, Brel A) = (]_[ Hz(g,B,m)> /N,

KED

alors on a une application 6! : H'(g, A, B) — H?(g, Brel A).

On définit N?(g, Brel A) comme I'ensemble des orbites telles que ses éléments corres-
pondent a des extensions scindées, ce qui est équivalent a dire que ses éléments contiennent
des cocycles de la forme (f,1) (c.f. la remarque aprés la Proposition . On appelle
N2(g, Brel A) 'ensemble des éléments neutres. On remarque immédiatement qu’il peut étre
vide.

2.9 Suites Exactes I1

On préserve les notations de la section précédente. Soit k le g-lien trivial sur A induit
par ¢ : s —> sx (l.e. par action de g). On affirme que ¢ : B — A est un morphisme de &,
dans r compatible avec idy pour tout a € Z'(g, 4, B). En effet, on a int(as) o sz = k(s)
mod Int(A), et on a clairement, pour b € B,

1(as®ba;t) = int(as) o sy ((b)).

Soient (f,g) € Z%(g, B, ka) et (f',g') € Z?(g, A, k) et supposons que l'on a (2(f,g) =
(f',g"). On voit que, pour n € N, si l'on note a, = n~las*n, la classe n - CI(f,g) €
H?(g, B, kq ) est reliée avec la classe du cocycle (7,)%(f,g) dans H?(g, A, x) (on regarde
T, comme un automorphisme de A compatible avec idy). Alors la Proposition nous dit
que n-CI(f,g9) € H*(g, B, ko) et CI(f, g) € H?(g, B, k,) ont la méme image dans H*(g, A, k)
par les relations respectives, ce qui nous donne une relation

2. H*(g,Brel A) — H?(g, A, k).

Proposition 2.9.1. La suite

1
Py

1 Lz
H'(g, A) — H'(g, A, B) * H*(g, Brel A) —o H(g, A, ),
est exacte.

On remarque que H?(g, Brel A) a le sous-ensemble distingué N2(g, Brel A) et H?(g, A, k)
est dans ce cas un ensemble pointé, comme il a été remarqué aprés la Défintion donc
I’exactitude a bien un sens.

Démonstration. Exactitude en H'(g, A, B) : Si n = Cl(a) € H'(g, A, B) s’envoie sur un
élément de N?2(g, Brel A), alors, quitte & changer a par un cocycle cohomologue appro-
prié, on peut supposer qu’il induit (& travers de la construction de la section précédente)
le 2-cocycle (f,1). On a alors 1 = gs; = as®a; ta;l, ce qui nous dit que a € Z'(g, A),
et on a bien n € p!(Cl(a)), car f, est un automorphisme de B pour tout s € g et donc
B = fs(B) = as°Ba;!. De méme, c’est clair qu'un élément a de Z'(g, A) qui a une image
par p! induit un 2-cocycle neutre.
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Exactitude en H?(g, Brel A) : On note toujours ¢ : s — sx. Si (f,g9) € Z%(g, B, Ka)
s’envoie dans la classe de (¢, 1), alors on a (f,g) = c- (¢,1) pour certain ¢ € Cl(g, A), i.e.
int(cs) o sy = fs € Aut(B) et cu’c; 'e;! = gsr € B, donc ¢ € Z'(g, A, B) (c.f. les équations
(2.2.1)). On voit clairement que §'(Cl(c)) = CI(f,g). De méme, on voit que le 2-cocycle
induit par un cocycle a € Z!(g, A, B) est exactement a - (¢,1), donc (2(6*(Cl(a))) =1. O

Corollaire 2.9.1.1. Soit B un sous-groupe g-invariant de A. Alors la suite

0 0 0
1 - H%(g, B) > H'(g,A) 2 H(g, A/B) = H'(g, B)

Pa

oL 1 o2

= H'(g,4) = H'(g, A, B) * H*(g, Brel A) = H*(g, A, r),
est exacte.
Démonstration. Ceci découle immédiatement des Propositions 2.4.2] et [2.9.9] O

De la méme fagon que dans la Section 2.4] on suppose maintenant que B est en plus
distingué dans A. Dans ce cas, 'une des relations devient une application.

Corollaire 2.9.1.2. Soit B un sous-groupe distingué g-invariant de A. La suite

1 H(g, B) 5 HO(g, A) 25 H(g, A/B) 2 H(g, B)

2
Ll 1

1 *
“ H'(g,A) 7 H'(g,A/B) * H*(g, Brel A) ~o H*(g, A, )
est exacte.
Démonstration. C’est clair. O

Supposons maintenant que B est un sous-groupe centrale. Dans ce cas il n’y a qu'un
g-lien sur B induit par les cocycles dans Z'(g, A, B), c’est celui induit par Paction de g (i.e.
par ¢). On voit alors que I'ensemble H?(g, Brel A) s’identifie avec H?(g, B, ¢). Cet ensemble
s’identifie & sa fois au groupe H?(g, B) comme on a remarqué dans la section On a alors
le

Corollaire 2.9.1.3. Soit B un sous-groupe central g-invariant de A. La suite
0 L 0 P’ 170 8
Y. ol Py gyl & 2 -
est exacte.
Démonstration. C'est clair d’apres le Corollaire [2.9.1.1]et ce que l'on vient de remarquer. [

De cette derniére suite on en tire une caractérisation des classes neutres qui nous sera
utile aprés.

Corollaire 2.9.1.4. Soit C le centre de A et k le g-lien trivial induit par ¢. Alors un élément
n € H*(g, A, k) est neutre si et seulement si

n — Cl(¢,1) € Im[6* : H'(g,A/C) — H*(g,0)],

oun—mn' estle seul élément de H*(g,C) envoyant 1’ surn, c.f. Proposition m
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Démonstration. C est bien distingué, central et g-invariant. Alors 'exactitude de la suite du
dernier corollaire nous dit que pour n = Cl(¢,g) € H?(g, A, k), on a n — Cl(¢,1) € Im(&') si
et seulement si

(0 — Cl(¢, 1)) = (Cl(g)) = CL(¢, 1).

Or, d’aprés la définition de (2, ceci est vérifié si et seulement si

_ s —1 _—1
gs,t = Qst at (ls

pour un certain a € C(g, A). On voit bien que ceci est équivalent & dire que 7 est neutre,
car = Cl(¢, g) = Cl(a - (int(a=1)e, 1)). O

Remarque.

Ces suites ne sont que des suites exactes d’ensembles pointés. Alors pour décrire les fibres
des applications impliquées, il faut toujours utiliser la torsion par des 1-cocycles. Pour plus
de détails sur ce sujet, on pourra regarder [Spl].

36



3 Hypercohomologie

Dans cette partie on donnera la définition de la hypercohomologie et on regardera ses
propriétés et applications dans le cas des complexes & deux éléments, méme dans le cas non
abélien. Ces outils seront utilisés pour la définition de ’abélianisation de la cohomologie
galoisienne non abélienne.

3.1 Deéfinitions et propriétés

On donne maintenant la définition et quelques propriétés de I’hypercohomologie d'un
complexe. La définition et la liste de propriétés que ’on donne dans la Proposition (3.1.1
viennent de [Mi, Appendix C|. Pour une bonne introduction avec démonstrations, on pourra
regarder [Wel §5.7].

Soit A une catégorie abélienne et C'(A) la catégorie des complexes dans A. C’est une
catégorie abélienne. On se concentre sur la sous-catégorie CT(A) des complexes A® bornés
inférieurement, i.e. A” = 0 pour r < 0.

Une morphisme de complexes A} — A3 est dite un quasi-isomorphisme lorsque les ap-
plications induites sur la cohomologie sont des isomorphismes H”(A$) — H"(AS$) pour tout
r € Z. Dans ce cas on note A} — AS.

Soit F' un foncteur exact & gauche de A dans une catégorie abélienne B. Supposons que
A a assez d’injectifs. Alors on peut montrer que pour tout A* € CT(A) il existe un complexe
I* € C*(A) tel que I" soit injectif pour tout r et un quasi-isomorphisme A® — I°®. Les
foncteurs H"(FI®) : CT(A) — B sont appelés les foncteurs hyperdérivés a droite R™F de F.

Lorsque le foncteur F' est celui de la cohomologie de groupes classique, i.e. F': A — A9
pour un groupe g, on écrit H"(g, A*) := R"F'A® pour A® un complexe de g-modules. De
méme, dans le cadre de la cohomologie galoisienne, on notera H"(k, A®) := H"(Gal(k/k), A®)
pour A® un complexe de Gal(k/k)-modules.

Proposition 3.1.1. Les foncteurs R"F jouissent des propriétés suivantes :

(i) Si0— A} — A3 — A% — 0 est une suite exacte de complezes dans C*(A), alors on a
une suite exacte longue

< > RTIFA; S RFA} 5 R'FAS 5 R'FA > R™TIFA} — ..

(ii) Si on regarde A € A comme un complere avec A° = A et A" = 0 sir # 0, alors
R"FA = R"FA.

(iii) Soit Co(A) la sous-catégorie de CT(A) des complezes A®* avec A™ = 0 pour r < 0.
Les foncteurs R"F restreints a Co(A) sont les foncteurs dérivés & droite du foncteur
Co(A) = B, A® — ROFA® = Ker(A? — A1),

(iv) Un quasi-isomorphisme A} = AS induit des isomorphismes RTFA} — R"FAS pour
tout r € Z.

(v) Si A® est exact, alors R"FA® = 0 pour tout r € Z.

(vi) Siles éléments de A® sont acycliques pour F, i.e. R"FA® = 0 pour toute paire (r,s)

avec r > 0, alors RTFA®* = H"(FA®).

(vil) Pour tout compleze A* € CT(A), on a les suites spectrales

E* = R°FA" = R™F A, Ey® = R'F(H*(A%)) = R™FA°.
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Nous n’utiliserons que des complexes de longueur 2. Plus précisément, des complexes A*®
avec A” = 0 pour tout 7 # —1,0. On les notera A®* = (A=t — A°). Dans ce cas, on peut
calculer I’hypercohomologie de la forme suivante :

On considére le double complexe & lignes exactes

0 0 0 0
0 A9 700 71,0 720
0 A1 70.-1 o y1-1 721
0 0 0 0
oules I*", r = —1,0, sont des résolutions injectives de A”. On rappelle qu’un double complexe

est un diagramme anticommutatif, i.e. les deux chemins possibles pour un carré induisent
linverse (additif) de lautre. Ce diagramme existe par exemple par le “Horseshoe Lemma”
(c.f. [We, Lemma 2.2.8|), et méme dans un cadre plus général (c.f. [We, Lemma 5.7.2]). On
voit facilement que le complexe induit par ce diagramme en sortant les A",

IS=(-—=0=1""1 s I - 1> e - ...,

ott I%~1 est en degré —1, est quasi-isomorphe au complexe A®. On a alors R"F A®* = H"(FIY).
Remarque.
Dans ce cas, un quasi-isomorphisme A} = A$ est équivalent aux isomorphismes Ker(a;) —

Ker(az) et Coker(a;) — Coker(az), ot a; est le morphisme A; ' — A9,

Regardons le cas de la cohomologie de groupes. Soit g un groupe (profini) et (B — A) un
complexe de g-modules. On a le double complexe & lignes exactes

0——=A—=Clg,A) ——=C%*g,A) —= (g, A) —— -~

o 1 e ]

0 ——B——=Clg,B) ——(C?%g,B) —=C3(g,B) —— - -~

)

ot C(g, A) est le groupe des applications continues ¢ : g — A et le symbole x(—1) veut dire
que 'on multiplie le morphisme par (—1) de fagon a avoir anticommutativité. Ce diagramme
induit, en enlevant A et B, le complexe quasi-isomorphe a (B — A),

Choa=(—0=CYg B) = (C*(g,B) ® C'(g, 4)) — (C°(g, B) © C*(g, 4)) = ---).

On peut alors calculer Hi(g, B — A) comme H'((Cy_, 4)%) = H'(Ch_, 4), oit C_, 4 est le
complexe

= 0= C"%g,B) — (C'(8,B) ©C°(g, A)) = (C*(g,B) ®C' (g, 4)) = -,

et Ci(g,A),C'(g, B) sont les groupes classiques des i-cochaines non homogénes (c.f. par
exemple [NSW|, Chapter 1, §2] pour la définition et I'égalité (C*)® = C~!). On note que
C°(g, B) est en degré —1, donc en particulier on a Hi(g, B — A) = 0 pour i < —1.

Exemples 3.1.2.
Pour A, B des g-modules, on a
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H-'(g,B % A) = Ker(B — C'(g, B) @ A) = (Ker(a))?. (Rappelons que C°(g, X) = X)
H(g, B — 0) = Ker(C(g,B) — C%*(g,B)) = H!(g, B). Plus généralement on a, pour
0

i

H'(g, B = 0) = H' (g, B).
(3) H'(g,0 — A) = H'(g, A) d’aprés la Proposition (ii).

3.2 Hypercohomologie non abélienne : Degrés —1 et 0

Soit g un groupe et (B % A) un complexe de g-groupes (pas nécessairement abéliens) a
deux éléments (toujours en degrés —1 et 0). On définit son groupe de —1-hypercohomologie
comme

H!(g,B — A) = (Ker(a))S.

On définit 'ensemble de O-hypercohomologie H(g, B — A) en termes des cocycles. On pose
C%g, B — A) =C'(g, B) x 4,
Z%9,B = A) = {(¢,a) € C°g, B = A)|[hsr = 15"y, *a = () 'a}.

Les ensembles C°(g, B — A) et Z%(g, B — A) sont les ensembles des O-cochaines et 0-
cocycles respectivement. Le groupe B agit & droite sur Z%(g, B — A) par la formule (1, a)-b =

(- b,a-b), ou

(Y-b)s=b"19°b, a-b=a(b) ta.
On pose alors H(g, B — A) = Z%g, B — A)/B. Cet ensemble a un élément distingué, a
savoir, la classe du cocycle (1,1) € Z%g, B — A).

Remarque.
Lorsque A et B sont abéliens, H(g, B — A) a une structure de groupe (c.f. Section |3.3)
et les groupes H(g, B — A) avec i = —1,0 coincident avec les groupes d’hypercohomologie
classiques.

Exemples 3.2.1.

(1) Ho(ga 1—A)= Ho(g,A).

(2) H(g, B — 1) = H'(g, B). Pour trouver cette égalité, on associe Cl(¢,1) € H(g, B — 1)
avec Cl(y)) € H'(g, B).

(3) Si @ est injective, alors HO(g, B — A) = H°(g, B\ A), donc H°(g, B — A) = H°(g, Coker(«))
lorsque B < A. Ici on associe Cl(¢, a) avec a € B\ A.

(4) Si « est surjective, alors H(g, B — A) = H'(Ker(a)), ot I'on associe Cl(1,a) avec
Cl(¢ - b), ou b est une préimage de a par «.

Soit ¢ : (B EET A1) — (Bs 22, As) un morphisme de complexes de g-groupes, i.e. un
diagramme commutatif
Bl —_— BQ

A1 —_— A2
de g-groupes. On voit facilement qu’on a des applications induites

et tH (g, B1 — A1) » H (g, B2 — Ay),

*

) : H%(g, B1 — A1) — H'(g, B, — Ay),

ot ;! est un morphisme de groupes et € un morphisme d’ensembles pointés. En degré —1,
€, vient du morphisme Ker(a;) — Ker(az) induit sur la cohomologie des complexes. En
degré 0 on voit directement de la construction des cocycles que €, envoie la classe triviale de
H°(g, By — A1) dans la classe triviale de H(g, By — A»).
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3.3 Modules croisés

Pour définir la 1-hypercohomologie non abélienne, on a besoin des modules croisés. On
en donnera ici la définition et quelques propriétés basiques. Pour plus d’information sur ce
sujet, on pourra regarder [Br| et [BH].

Définition 3.3.1. Un module croisé (4 gauche) est un complexe & deux éléments (B = A)
muni d’une action (a gauche) de A sur B telle que, pour a € A et b, b’ € B,

“(bb) = B, (3.3.1)
bt = Oy (3.3.2)
a("b) = aa(b)a . (3.3.3)

On dit qu’'un groupe g agit sur un module croisé (B N A) si A, B sont des g-groupes et
I’action de g est telle que, pour a € A, b€ B et s € g,

Exemples 3.3.2.

(1) Les modules croisés abéliens : A et B sont des groupes abéliens et l’action de A sur B
est triviale.

(2) B un A-module (donc abélien) et « trivial.

(3) B un sous-groupe distingué de A, a : B < A l'inclusion et “b = aba~".

(4) a: B — A un morphisme surjectif & noyau central, ’action étant la conjugaison par une
préimage de a.

(5) a: B — AutB, b+ int(b), pour tout groupe B.

Tout module croisé est essentiellement une combinaison des exemples (3) et (4). En effet,
on a la
Proposition 3.3.3. Soit (B % A) un module croisé. Alors
(i) Ker(«) est central dans B.
(ii)) Im(w) est distingué dans A.
(iii) L’action de A sur B induit une action de Coker(«) sur Ker(«).
Démonstration. Pour (i), soit b € Ker(a). Alors pour tout ' € B on a, d’aprés I'égalité

|| Wbt = Oy = b’, donc b est bien dans le centre de B.

Pour (ii), il suffit de récrire 1’égalité dans (3.3.3)) : pour b € B et a € A, on a aa(b)a™! =
a(b).

Pour (iii), toujours par lb on a que pour b € Ker(a) et b € B, Oy — ppp=1 =¥,
donc Im(«) agit trivialement sur Ker(a). En plus, Ker(a) est clairement A-invariant, car
a(b) = aa(b)a' =1 pour b € Ker(a), d’ott I'action de Coker(a). O

Un morphisme de modules croisés € : (B; — A1) — (B2 — As) est un morphisme de
complexes

B]AEHBBQ

o

A1 T)AQ

tel que ep est €4-équivariant, i.e. pour a € Aet b € B on a eg(“b) = EA(a)(EB(b)).
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Soit maintenant (B < A) un module croisé de g-groupes. Dans ce cas on peut définir une
structure de groupe sur C°(g, B — A) de la fagon suivante. On pose, pour (¥, a), (',a’) €
C%g.B — A),

(wa a)(?ﬁ'v al) = ( ,/7 aa/)’ ou w;/ = af/é%-

On voit clairement que (1, 1) est I’élément neutre et que l'inverse de (¢, a) est (‘f1 “tah).
L’associativité se vérifie par un calcul direct.

D’autre part si (¢, a), (¢/,a') € Z°(g.B — A), en utilisant les équations (3.3.1)), (3.3.2)) et
(3.3.3]), on trouve les égalités, pour s,t € g,

“Copr) = ") = s CueTt = " (e
d’ou I’égalité
“Witsr = YL DY e = s () e = “lps” (“Piaby).
En plus, toujours en utilisant ces égalités, on a
“(a') = 0"’ = a(s) Taa(ul) " d’ = a(vs) " o("¥) aa’ = a(*Y) ad

On voit alors que Z%(g, B — A) est fermé par cette multiplication. Il est alors un sous-
-1

groupe de C%(g, B — A), car pour (¢,a) € Z%(g,B — A) on a (¢,a)~! = (* ;1,(1_1) €

Z%g,B — A). En effet, on a

S

- a=?t - a=t —1fat g =l —1a7aWs) s - a~t ,—1a! s —1 5 — a”
o T e e R o O B e (A T e
ot =ala(h) = a (et = a(* g)a =a(® 9l e
On définit un morphisme A : B — Z%(g, B — A) par b+ (1,1)-b~1 = (s = b= 1°b, a(b)).
En utilisant (3.3.2) et (3.3.3)), on a, pour (v,a) € Z%g, B — A),
(- b)s = b~Mps b = O b1,
(w . b)s _ b—lwssb _ b—la(ws)(sb>ws _ aa—lbflasa,

1

oy = ()

Ces égalités nous disent que (¢,a) - b = A(b™1)(¢,a) = (w,a))\(ailb), d’ou on en tire que
A(B) est distingué dans Z%(g, B — A) et H(g,B — A) = Z%(g,B — A)/A(B), donc on a
une structure de groupe sur H’(g, B — A).

3.4 1-hypercohomologie non abélienne

Soit (B — A) un module croisé de g-groupes. On définit ’ensemble de 1-hypercohomologie
H!(g, B — A) au moyen des cocycles comme suit. Soit

ZI(G»B — A) ={(h,p) € C’2(g,B)><Cl(g,A)|<pst = a(hs1)ps’ ey, hs’tu% (Sht,u) = hstuhst},

I'ensemble des 1-cocycles. On définit une action a droite du groupe C°(g,B — A) sur
ZY(g, B — A) par la formule (h, p) - (1,a) = (h',¢'), avec

¢, =a ta(s)ps’a,

-1

C Watha T CUT YY),

On définit alors H'(g, B — A) = Z'(g,B — A)/C°(g, B — A). On note qu’il s’agit d’'un
ensemble pointé avec la classe du cocycle (1,1) comme élément distingué.

[
hs,t -
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Remarque.

Lorsque A et B sont abéliens, on peut munir H!(g, B — A) d’une structure de groupe de la
méme fagon qu’on I'a fait avec H'(g, B — A) dans la section précédente. Ce groupe coincide
en fait avec le groupe de 1-hypercohomologie classique.

Un morphisme de modules croisés ¢ : (B; — A;) — (Bz — As) induit un morphisme
d’ensembles pointés ¢! : H' (g, By — A;) — H'(g, By — As).

Exemples 3.4.1.

(1) H'(g,1 — A) = H'(g, A). On identifie C1(1,¢) € H!(g,1 — A) avec Cl(¢) € H'(g, A).
(2) H'(g, B — 1) = H%(g, B). En effet, dans ce cas B = Ker(a) est abélien (c.f. Proposition
et on associe Cl(h,1) € H!(g, B — 1) avec Cl(h) € H?(g, B).

(3) Si a: B — A est injective, alors H'(g, B — A) = H!(g, Coker(ct)). En effet, dans ce cas
B = Im(a) <A (c.f. Proposition [3.3.3) et alors le morphisme (B — A) — (1 — Coker(a)) est
un morphisme de modules croisés induisant I’égalité.

(4) Si « est surjective, c’est le plongement (Ker(a) — 1) — (B — A) qui induit Pégalité
H?(g,Ker(a)) = H'(g, B — A). On note que d’aprés la preuve de la Proposition [3.3.3] A
agit trivialement sur Ker(a), donc on a bien un morphisme de modules croisés.

3.5 Suites exactes et quasi-isomorphismes

On donne dans cette section deux résultats importants (Proposition et Théoréme
3.5.4)) sur les ensembles que l'on a défini dans cette partie. Pour les démonstrations de ces
résultats, on pourra regarder [Bo3, 3.4, 3.5].

On commence avec les suites exactes.
Définition 3.5.1. Une suite exacte de complexes de groupes
1—(By — Ay) = (By — Ay) — (B3 — A3) — 1,

est un diagramme commutatif a lignes exactes

1 B B Bs 1
1 Al A2 Ag 1.
Proposition 3.5.2. Soit
1= (B 25 A) S (By 22 Ay) B (Bs 25 A3) — 1, (3.5.1)

une suite exacte de complexes de g-groupes. On suppose que t est un morphisme de modules
croisés avec action de g et que le sous-groupe 1(B1) C Ba est Ag-invariant.

(i) On a la suite exacte longue d’hypercohomologie
1—H (g, A1 — By) = H (g, Ay — By) £ H (g, A5 — Bs)
—1
6—) Ho(g,Al — Bl) L—*) Ho(g,Ag — BQ) pﬂ* Ho(g,A?, — Bg)
ﬁ) Hl(g, A1 — Bl) L—*> Hl(g, A2 — Bg) (352)

(i) Le groupe H(g, B — As) agit a gauche sur l’ensemble HO(g, B3 — A3), et 6° définit
une bijection

H°(g, B — A2)\H(g, B3 — A3) = Ker[H' (g, B — A1) — H'(g, B — 42)].
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(i) Si en plus p est un morphisme de modules croisés, alors la suite peut s’étendre
jusqu’au terme H(g, Bs — Az), i.e. la suite

H' (g, B1 — A1) = H' (g, By — Ay) 25 H'(g, Bs — A3),
est exacte.

Les applications 61 et §° sont définies de la facon suivante.

On identifie (B; — A1) avec son image par ¢. Soit bg € H™1(Bs — A3) = (Ker(az))?. On
prend b € By une préimage de bs et on pose

(P1)s = b0, ay = as(b).

On voit que (¢1,a1) € C%(g, B — A1), car az(p(b)) = 1, donc az(b) est bien dans A; par
exactitude de (3.5.1)), et P'invariance par g de b3 nous dit que 1 est bien & valeurs dans By, tou-
jours par exactitude de (3.5.1). On vérifie par un calcul direct que (¢1,a1) € Z%(g, B1 — A1),
donc on pose 6~ 1(b3) = Cl(21, a1).

Soit &3 = Cl(¢3,a3) € H(g, B3 — A3). On prend ¢ € C(g, By) relevant ¢3 et a € Ay
une préimage de asz. On pose alors,

(p1)s = fflO@(d’s)saa

a ! _ _
(hl)s,t - (wstswt 1% 1)'
On voit par un calcul direct que (hi,¢1) € Z'(g,B1 — A1) et on pose alors §°(&3) =
Cl(hl,(pl) S Hl(g,Bl — Al)

L’action du groupe HY(g, B, — Az) sur l'ensemble H°(g, B3 — Aj3) est donnée par la
formule

Cl(th2, as) - Cl(s, ag) = CUP " hyha, plaz)as).
Corollaire 3.5.2.1. Soit (B — A) un module croisé de g-groupes

(i) On a une suite exacte
1—H "(g,B— A) - H’(g,B) — H(g,A) > H(9, B+ A) — H'(g,B) — H' (g, A).
(ii) Le groupe H°(g, B — A) agit sur H'(g, B) et on a une bijection canonique
HY(g, B — A)\H'(g, B) = Ker[H'(g, A) — H'(g, B — A)].

Démonstration. Les deux affirmations découlent toute de suite de la Proposition [3.5.2] en
prenant la suite de complexes 1 - (B — 1) — (B — A) — (1 - A) — 1. On remarque
que les applications H'(g, B) — H’(g, A) et H'(g, B) — H'(g, A) ne sont pas & priori les
applications canoniques, car elles correspondent dans la suite exacte longue aux applications
0% et §°. Or, en regardant la description des 6’ que ’on vient de donner, on voit qu’elles
coincident avec les applications évidentes. O

On passe maintenant aux quasi-isomorphismes de modules croisés. Sa définition étant
évidente, on donne toute de suite des exemples.

Exemples 3.5.3.

Soient A, B des g-groupes.

(1) Si B est un sous-groupe distingué de A, alors (B — A) — (1 — A/B) est un quasi-
isomorphisme.

(2) Si B % A est un module croisé et a est surjective, alors (Ker(a) — 1) — (B — A) est
un quasi-isomorphisme.
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Théoréme 3.5.4. Soit € : (By — A1) — (B2 — Aj) un quasi-isomorphisme de modules
croisés de g-groupes. Alors les applications induites

5:1 :H_l(g,B1 — A1) — H_l(g,Bz — Aj),
50 : Ho(ngl - Al) - Ho(ngQ — A2)7
El ZHl(g,Bl — Al) — Hl(g,BQ — Ag),

sont des isomorphismes de groupes pour t = —1,0 et d’ensembles pointés pour i = 1.
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4 Abélianisation de la cohomologie galoisienne non abé-
lienne

Dans cette partie on présente les applications d’abélianisation définies par Borovoi (c.f.
[Bol] et [Bo2|). Pour bien comprendre cette partie le lecteur devrait avoir une familiarité
avec les groupes algébriques linéaires et leurs propriétés. Pour les définitions et propriétés
basiques, on pourra regarder [Hul, [Sp2|, et [Wa]. Pour les résultats classiques sur les groupes
réductifs on pourra regarder [BT].

On fixe pour toujours un corps k de caractéristique 0. On note k sa cloture algébrique et
I' = Gal(k/k). Tous les groupes algébriques sont supposés linéaires

4.1 Groupe fondamental algébrique

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur k. On note G = Gp =G %y Spec(k).
Soit 7' C G un tore maximal et considérons ’application canonique p : G** — G. On écrit
T pour p~Y(T) € G=¢. On pose alors 71 (G, T) = X.(T)/p X (T®%).

Lemme 4.1.1. Si T, T' sont des tores mazimauz de G, alors m (G, T) est canoniquement
isomorphe & 71 (G,T").

Démonstration. On choisit ¢ € G(k) tel que T' = ¢gT'g~'. L’application int(g) : T — T’
induit par composition a gauche un isomorphisme g, : X.(T) — X,.(T’) d’inverse (g~ 1)..
Cet isomorphisme passe au quotient en une application g, : 7 (G, T) — 71(G,T"), car si ¢’
est une préimage de g par p, alors T'° = g'TSCg’fl. De méme, (g~ 1), passe au quotient en
une application (g7 1), : 7 (G, T") — 71 (G, T), ce qui nous dit que I'application quotient est
un isomorphisme.

Il s’agit alors de montrer que g, ne dépend pas de g. Pour cela, il suffit de montrer que si g
est dans le normalisateur N de T, alors I'application g, : 71 (G, T) — 71 (G, T) est I'identité.
N agit sur T a travers du groupe de Weyl W = N/T et on sait que ce groupe est engendré
par les réflexions

rov i Xo(T) = X (T), = x — (o, )" a € R(G,T),

ot R(G,T) est 'ensemble de racines de G par rapport a T et o est la co-racine correspon-
dante. 11 suffit alors de démontrer que ces morphismes induisent l'identité sur =1 (G, T). Or,
on sait que toutes les racines viennent de X, (7°°), et alors rov(z) =z mod p X.(T). O

Définition 4.1.2. Le groupe fondamental algébrique de G est 71 (G) = 71(G, T) pour T C G
un tore maximal. Cette définition a un sens d’aprés le dernier lemme.

On sait que I" agit sur G(k). Cette action induit une action sur 1 (G) qui peut étre décrite
de la fagon suivante : On fixe 7" un tore maximal. Pour o € T', on choisit g, € G(k) tel que
9o°Tg; 1 =T. Alors o agit sur 71(G) = 71 (G, T) par la composition

(G, T) 25 m(G,oT) 2 1 (@ 7).

Proposition 4.1.3. Soit 1 — G < Go & G3 — 1 une suite ezacte de groupes algébriques
sur k (réductifs, connexes). Alors la suite de T'-modules

0— 71'1(@1) — Fl(ég) — 71(63) — 0,

est exacte.

Pour la preuve de ce résultat, voir [CT) Proposition 6.8].
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Corollaire 4.1.3.1. Pour tout k-groupe G réductif et conneze, on a la suite exacte
0 — Homy (Z(1), Kerp) — m1(G) = X,.(G*") — 0.

Démonstration. 11 suffit de considérer la suite 1 — G% — G — G'"T — 1 et utiliser la
Proposition [1.1.3] pour trouver la suite

0 — m1(G*) = 7 (GQ) — T (G*™) — 0.

Or, c’est clair que 7 (G*") = X, (G'") et on peut montrer aussi que 71 (G*) = Homy,(Z(1), Kerp),
ce qui conclut la preuve. On rappelle que Z(1) = l&n iy (voir notations au début). O

Soit maintenant ¢ € Z'(k,G*) un cocycle. On considére le groupe tordu G, cf.
'Exemple 2.3:2]
Proposition 4.1.4. L’application m1(Gy) — m1((,G)5), induite par lisomorphisme cano-
nique G, — (4, G)y, est un isomorphisme de I'-modules.

Démonstration. On note ¢, € G(k) un élément relevant 1, € G*I(k). L’action de o sur
m1((4G)g) est alors la composition, pour T' C G un tore maximal,

O % o (wa)* o * ( U)*
T (@), T) 7 m ()i, °T) == m (@), 7VT) == (G T,

pour un certain g, € G(k). Or, d’aprés le Lemme et la description de l'action de I', on
voit que (go )« © (Yo ) 004 = (goths )« © 04 est bien équivalent a action de o sur 71 (Gg). O

4.2 Cohomologie galoisienne abélienne

On préserve les notations de la section précédente. Soit G un k-groupe réductif connexe.
On considére le complexe
Z* = (29 L 7).

oil Z est le centre de G et Z(¢) = p=1(Z) celui de G*°.

Définition 4.2.1. On pose H!, (k,G) = H'(k, Z*). On appelle ce groupe le i-éme groupe de
cohomologie galoisienne abélienne.

Lemme 4.2.2. Soit T C G un k-tore mazimal. Alors le plongement (29 — Z) — (T —
T) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On a Kerp C Z(9) ¢ TG, Alors
Ker(Z®9) = Z) = Ker(G** — @) = Ker(T®%) — T).

D’autre part, on a Cokerp = G/p(G*¢) = G/G* = G**. Or, on sait (c.f. [Hu, 19.5, Lemmal])
que G = G¥Z = G*T, donc les applications Z/p(Z%)) — G et T/p(T®)) — G** sont
surjectives. En plus, comme p(Z(%) = ZNG* et p(T9) = T NG, on a qu'elles sont aussi
injectives, Donc on a

Coker(Z©¢) — Z) = Coker(G** — G) = Coker(T®® — T),

ce qui montre qu’on a bien un quasi-isomorphisme (Z( — Z) — (T — T), d’aprés la
remarque donnée dans la Section [3.1 O

Remarque.

Borovoi définit les groupes H?\ (k, G) comme H'(k, T — T') pour T C G un k-tore maximal
(c.f. |Bo2, Definition 2.2]). Ce dernier lemme nous montre que les deux définitions sont
équivalentes.
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Soit T' C G un k;-tore_maximal. D’aprés_ ce qu'on a fait dan_s la Section [3.1| et le Lemme
on peut calculer HY, (k, G) comme H'(k, T®%) — T) = H'(C$.), ot - est le complexe

= 0= AT, TEY) — (YT, TCY)) @ (D, T)) — (C3(D, TC)) @ (T, T)) — -,

et CO(T', T%) est en degré —1. On a en particulier H’

i (k,G) =0 pour i < —1. Ici CY(T, S)
est I’ensemble des i-cochaines continues du tore S.

Soit maintenant 8 : G; — G2 un morphisme de k-groupes et soient Z1, Z5 leurs centres

respectifs. Ce morphisme induit un morphisme de complexes (Zfsc) — 7Z1) = (ZQSC) — Za),
qui en méme temps induit des morphismes

Bl Hi(k,Gy) =H (28 = 20) - H/(289) = Z,) = Hiy (k, Ga).

*

Ces applications peuvent étre définies aussi au moyen des tores maximaux (c.f. [Bo2l 2.5]),
mais il faut alors montrer qu’elles ne dépendent pas du choix des tores. En fait, il se trouve
que les groupes H}\ (k,G), donc a fortiori leurs morphismes aussi, ne dépendent que de 71 (G)
et des morphismes f, : 71 (G1) — 71 (G2). Ce fait sera le sujet de la section suivante.

4.3 Le foncteur H'

On présente dans cette section les groupes H'(g, A, 12) introduits par Borovoi pour mon-
trer le lien entre les groupes H, (k, G) et le groupe 7 (G). On en donne quelques propriétés,
dont cette relation avec les HY, (k, G). Pour les démonstrations pas données ici, voir [Bo2, 2.6].

Soit g un groupe fini et A un g-module de type fini. On voit facilement qu’il existe une
résolution libre courte de A, i.e. une suite exacte

0L 'L A0

de g-modules avec L™, L% de type fini et sans torsion comme Z-modules. Pour D un g-
module, on considére le complexe L® = (L~! — L) et le complexe

L*®;D=(L"'®;D — L°®; D).
Définition 4.3.1. On définit Hi(g, A, D) = H(g, L* ®z D).

Remarque.
On peut montrer que ces groupes ne dépendent pas de la résolution choisie (c.f. [Bo2l 2.6]),
donc la définition a bien un sens.

Soit U un sous-groupe distingué de g. on a des morphismes d’inflation
H'(g/U, AV, DY) — H'(g, A, D).

Alors, pour I' un groupe profini, A un I'-module discret de type fini sur Z et D un I'-module
discret, on définit

H'(I, A, D) = lim H'(L/U, AY, DY),
U
ou U parcourt les sous-groupes ouverts distingués de I'.

Le foncteur A — H(T', A, D) est un foncteur cohomologique au sens suivant :

Proposition 4.3.2. Soit 0 - A; — Ay — Az — 0 une suite exacte de I'-modules de type
fini sur Z. Alors on a une suite exacte longue

<o HTHT, A3, D) — HYT, Ay, D) — HU(T', Ay, D) — H'(T', A3, D) — HTH (T, A1, D) — --- .
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On donne maintenant le lien entre ce foncteur et les groupes H:, (k, G).
Proposition 4.3.3. Ecrivons T' = Gal(k/k). On a Uégalité HE, (k,G) = H(T, 71 (G), k).

Cette proposition nous dit que Hf, (k,G) ne dépend que de 71(G) comme I'-module. On
a en plus d’autres corollaires.

Corollaire 4.3.3.1. Soit ¢ € Z'(k,G*) un cocycle. On a des isomorphismes canoniques
;b(ka G) - H;b<ka wG)
Démonstration. Ceci découle directement des Propositions et O

Corollaire 4.3.3.2. Soit 1 — G1 — G2 — G3 — 1 une suite exacte de k-groupes réductifs
connezes. Alors on a une suite exacte longue

0— H'(k,G1) — Hy'(k,Go) — Hy ' (k,G3) — HY (k,G1) — -+ . (4.3.1)
Démonstration. Ceci découle immédiatement des Propositions [.1.9} [£.3.2] et [£.3.9] O

La suite (4.3.1]) peut étre obtenue de fagon explicite comme suit.
On choisit T, C G2 un k-tore maximal et on pose 77 son image inverse dans G et T3 son
image dans G5. On a alors la suite exacte de complexes

0— (TI(SC) —T) — (TQ(SC) —Ty) — (T3(S°) — T3) — 0.

La suite (4.3.1) correspond alors a la suite exacte longue d’hypercohomologie (c.f. Proposition
3.1.1] (i)). On peut bien sir faire de méme avec les centres Z; des groupes G;.

Exemples 4.3.4.

(1) Si G est un tore, alors (T — T) = (1 — G), donc Hi, (k,G) = H(k,G).

(2) Si G*® est simplement connexe, alors Ker(p) = 1, donc par le Corollaire 1 (G) =
71(G*r). On trouve alors que H:\ (k,G) = H:, (k, G*") = H'(k, G*°").

(3) Si G est semi-simple, alors T — T est surjective et donc (TG — T) est quasi-
isomorphe a (Ker(p) — 1) (c.f. les Exemples|3.3.2{(1) et (2)). On trouve alors HY, (k,G) =
HE (k, T¢¢) — T) = H'(k, Ker(p) — 1) = H**1(k,Ker(p)) (c.f. la Proposition ii)).

(4) Pour tout G, on a H'(k,G) = (Ker(p))(k). En effet, d’aprés 'Exemple (1) on a
Hy'(k,G) = H™ ' (k, T 2 T) = (Ker(p))" = (Kex(p)) (k).

Proposition 4.3.5. Soit G un k-groupe réductif connexe et T C G un k-tore mazimal. Alors
on a les suites exactes longues

o= H7 Nk, G™) — H (K, Ker(p)) — Hy(k,G) — H(k, G*") — H2(k,Ker(p)) — ---
o= HiSMNE,G) — HY (K, TCY) — HY(k,T) — Hy (k,G) — HF (k, TCY)) — ...

Démonstration. La premiére suite découle directement du Corollaire [£:3.3:2] appliqué a la

suite 1 = G — G — G™" — 1 et des Exemples (1) et (3). La deuxiéme suite découle

de la Proposition appliquée a la suite 0 — 71 (T®) — 71 (T) — 711 (G) — 0 (on rappelle
que 71(S) = X.(5) pour tout tore S) et de la Proposition avec ’Exemple (1). O

4.4 Cohomologie galoisienne relative

Soient F, G des k-groupes. Un complexe (F = G) est dit un module croisé de groupes
algébriques sur k si a est un morphisme de k-groupes et si G' agit sur F' de fagon que les
équations (3.3.1)), (3.3.2)) et (3.3.3) soient vérifiées au niveau des k-points.

Pour K/k une extension galoisienne finie, le groupe Gal(K/k) agit sur le module croisé
(F(K) — G(K)). On pose alors, pour i = —1,0,1,

HY(K/k,F — G) = H(Gal(K/k), F(K) — G(K)).
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Définition 4.4.1. Pour I' = Gal(k/k) et i = —1,0,1 on pose

H!(k,F - G) =H(T,F - G) = h_n;Hi(K/k,F - @),
K

ot K parcourt les extensions galoisiennes finies de k dans k.

Remarque. ~ ~
On peut aussi définir H'(k, F — G) comme H!__ (T, F(k) — G(k)), ol “cont” veut dire qu’on
ne considére que les cocycles continus dans la définition des H (c.f. Sections et .

Soit maintenant G un k-groupe réductif connexe. On considére le complexe de k-groupes
(G% 2 @). Sil'on note Z, Z6%) et Z69) les centres de G, G et G respectivement, de I'éga-
lit¢ G = ZG* on en tire facilement que Z®%) = Z N G* et donc G4 = (G=)*!. Or, comme
Ker(p) C Z©9) on trouve finalement G* = (G=)*! = (Gs¢)™.

On a alors un homomorphisme canonique
G — G™ = (G*)* = Int(G™) — Aut(G™),
qui nous donne une action de G sur G*°.

Lemme 4.4.2. (G* 2 Q) est un module croisé.

Démonstration. En effet, il suffit d’écrire les égalités évidentes suivantes. Pour g € G(k) et
h ' € G (k),
hh'h=t =My,
p(*h) = gp(h)g~".

On définit la cohomologie galoisienne relative de G par rapport a G¢ comme

kG =T (k,G* = G), i=-1,0,1.

rel

A tout morphisme S : G; — G2 on peut lui associer le morphisme de modules croisés
(G5 = G1) — (G5 — G3). On trouve alors que G — H!(k,G) est un foncteur de la caté-

rel
gorie des k-groupes réductifs connexes dans les catégories : Groupes abéliens pour ¢ = —1,

groupes pour ¢ = 0 et ensembles pointés pour ¢ = 1.

En regardant les définitions des groupes HY ,(k, G) et H'\ (k,G) pour i = —1,0, 1, on peut
voir qu’ils sont fortement liés. Regardons plus explicitement cette relation.

Lemme 4.4.3. Soit T C G un k-tore mazimal et Z le centre de G. Alors toutes les fleches
dans le diagramme commutatif de modules croisés

(269 = Z)— (T6) -5 T)

|

(G* = G)
sont des quasi-isomorphismes.

Démonstration. On a déja montré ceci pendant la preuve du Lemme [I.1.1] O



Du Lemme et du Théoréme on obtient, pour i = —1,0, 1, le diagramme com-
mutatif
Hi(k, ZG9) — Z) —=> Hi(k, T¢9) - T) (4.4.1)

Hi (k,G) ———H'(k,G** — Q)

ou toutes les fleches sont des isomorphismes (dans les catégories correspondantes).

Les groupes Z %), Z, T T étant abéliens, les ensembles H (k, Z¢) — Z), Hi(k, T®9) —
T) ont des structures canoniques de groupes abéliens. Ceci nous permet dans le cas i = 1, de
munir Hrlel(k, @) de la structure de groupe abélien induite par ces isomorphismes. Clairement
cette structure ne dépend pas du choix du tore T'.

Cette structure de groupe abélien sur H',(k, G) est en plus fonctorielle. En effet, il suffit
de noter qu’elle vient de la composition G+ (Z69) — Z) s H'(k, 269 — Z) = H! | (k, G)
et que G +— (Z(¢) — Z) est un foncteur.

En considérant cette structure et la définition des groupes H{, (k,G) (c.f. Définition
, le diagramme nous donne, pour ¢ = —1,0,1, les isomorphismes de groupes
H!,(k,G) = H! (k,G). On voit facilement qu’il s’agit en fait d’isomorphismes de foncteurs.
On peut alors identifier les groupes HY,(k,G) et H!, (k,G) pour i = —1,0,1 dorénavant.

rel

4.5 Les applications d’abélianisation ab’ et ab'

Dans cette section on donne les définitions et quelques propriétés et exemples des appli-
cations ab’ et ab' définis par Borovoi. Pour les démonstrations de ces résultats et plus de
détails, voir [Bo2l 3.9-3.17].

Considérons le morphisme de modules croisés (1 — G) — (G*° — G). Ce morphisme
induit les applications d’abélianisation pour ¢ =0, 1,

ab’: H'(k,G) = H'(k,1 = G) — H'(k,G* — G) = H, (k,G).

L’application ab’ : G(k) = HO(k,G) — H?, (k,G) est un homomorphisme. L’application
ab! : H Y(k,G) — H! (k,G) est un morphisme d’ensembles pointés. D’apres le Corollaire

[B:5:2.1] on a la suite exacte

1= (Ker(p))(k) = G=°(k) & G(k) 22

2% 1O (k, Q) — H'(k,G*) 25 H'(k,G) 25 HY(k, G).
(4.5.1)

Proposition 4.5.1. Les applications ab’ : H'(k,G) — H', (k,G) sont des morphismes de
foncteurs.

Proposition 4.5.2. (i) Soit 1 — G1 — G2 — G35 — 1 une suite exacte de k-groupes
réductifs connexes. Alors on a le diagramme commutatif a lignes exactes

0

G1(k) Gao(k) Gs(k) 2 HY(k,G1) — H'(k,G2) — H'(k,G3)

S T T L]

&
Hgb(k‘, Gi1) —— Hgb(kl,GQ) —_— Hgb(k,Ge,) E— H;b(k,Gﬂ E— H;b(k‘,Gg) e H;b(k‘, G3).
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(ii) Supposons en plus que Gy est abélien et pas nécessairement connexe. Alors on a le
diagramme commutatif o lignes exactes

0] 1
G1(k) Go(k) ————> G3(k) ———>= H(k,G1) ——> H'(k,G2) —— H(k,G3) ——> H2(k, G1)

S S SR S T AT

Gl (k) —— Hgb(k7G2) —— Hgb(k» G3) (SH Hl(kvcl) —— Halb(szQ) —— Halb(k7G3) —— H2(k7 Gl)

On décrit maintenant les applications ab’, i = 0,1, en termes des cocycles.

i=0: Soit g€ G(k). Comme G = G*Z = p(G*°)Z, il existe ¢’ € Z(k), f € G*(k) tels
que g = p(f)g’. On a alors abo(g) =Cl(¢',g") e H(Z6%) — Z), ot

Wo=f1F

i =1: Soit & = Cl(¢y) € H'(k,G). On écrit 1, = p(¢. )z, ot ¢’ : T — G*(k) et
z:T — Z(k) sont des applications continues. On a alors ab' (€) = Cl()\, z) € H(Z(9) — Z),
" )‘U,‘r = %U%%fl-

Exemples 4.5.3.

On prend toujours ¢ = 0, 1.

(1) Si G est un tore, alors G*¢ = 1, HY, (k,G) = H'(k,G) et ab’ est I'identiteé.

(2) Si G* est simplement connexe, alors Hi, (k,G) = H'(k,G"*") (c.f. Exemple m (2)).
Dans ce cas ab’ correspond & I'application t, : H'(k,G) — H'(k, G**") induite par la projec-
tion canonique G — G/G* = G,

(3) Si G est semi-simple, alors Hi, (k,G) = H*'(k,Ker(p)) (c.f. Exemple [4.3.4] (3)). Dans
ce cas les ab’ coincident avec les applications 6 : H'(k,G) — H*'(k,Ker(p)) induites par
la suite exacte 1 — Ker(p) - G*° — G — 1. Ceci peut se voir directement de la description
des ab’ en termes des cocycles et des descriptions de 6° et 6! dans les Sections et
respectivement.

(4) Pour G réductif connexe, on a le diagramme commutatif a lignes exactes

1 Gss G Gtor 1

| | |

| — (G* = %) —= (G* 5 @) — (1 = G*) —= 1

d’ot on en tire, en utilisant les exemples précédents, le diagramme commutatif (toujours a
lignes exactes)

G (k) G(k) G (k) —— H'(k, G*) —— H'(k, G) ——= H"(k, G*")
b

L L

0
Hl(kv Ker(p)) - Hgb(k7 G) - Gtor(k) - Hz(kv Ker(p)) - H;b(ka G) - Hl(k7 Gtor).

Finalement, on regarde la torsion par un cocycle. Pour ¢ € Z 1(_k:,G), on considére le
k-groupe tordu ,,G. On sait déja (d’aprés le Corollaire 4.3.3.1) que Hy, (k, ,G) = H}y (k,G)
et aussi que 'on a une application canonique (c.f. Section [2.3)

Ty H' (K, ,G) = H'(k, G), Cl(¢") = CL(¥'9).
On peut en faire de méme pour I’hypercohomologie. En effet, on a une application canonique
Ty H' (k, y G — ,G) — H'(k,G* — G), CI(K',¢)") — CI(W, ¢'v),

c.f. [Bo3l 2.14]. On note que G*4 = (Gsc)ad, donc la torsion de G*¢ par 1 a bien un sens.
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Proposition 4.5.4. Pour ¢ € Z'(k,G) on a le diagramme commutatif

H'(k, ,G) u HY(k,G)
abll J/ab1
Halb(k‘, wG) _ Halb(k‘, Q) zz+a(y) Halb(k'a Q)

o a(t)) = ab' (CI(y)).
Ceci nous permet de calculer les fibres de ab'.

Corollaire 4.5.4.1. Soit ¢ = Cl(v)) € H'(k,G). Notons WP+ G = G le tordu de p.
Alors :

(i) Ker(ab') = p. H'(k,G*) = HY, (k, G)\H" (k, G*).

(i) (ab")~1(@b}(€)) = (). H(k, ,G*0)) = HO, (k, G\ H (K, ,G*).
Démonstration. La premiére égalité découle de la suite (4.5.1) et du Corollaire [3.5.2.1] (ii).
La deuxiéme égalité découle directement de la premiére aprés torsion. O

4.6 k-liens

Pour définir ab?, il nous faut d’abord définir la 2-cohomologie galoisienne non abélienne.
Pour cela, on aura besoin des k-liens. On verra dans cette section qu'un k-lien n’est qu'un
type de Gal(k/k)-lien au sens de la Définition m

Soit G un groupe algébrique sur k. On note p : G — Spec(k) son morphisme structural,
m:G X Spec(k) G — G le morphisme de multiplication et i : G — G le morphisme d’inversion

(c.f. [Hul, 7. 1]) Pour o € I' = Gal(k/k), on note oy : Spec(k) — Spec(k) 1'automorphisme
induit par c~!. On voit facilement qu'on a (o7)y = oy pour o,7 € I'.

Soit 0 € I'. Un morphisme de k-schémas s : G — G est un automorphisme o-semi-
algébrique de G si s est inversible, le diagramme

G > G (4.6.1)

Spec(k) LS Spec(k)

commute, et la paire (s,0y,) respecte la structure de groupe dans le sens suivant : Soit p; :
G x G — @ la i-éme projection. Les compositions s o p; : G xz G — G sont des morphismes
de k-schémas lorsque on prend oy o p o p; comme morphisme structural de G x; G. Ceci
induit un morphisme s, : G x; G — G xj G. On demande alors que le diagramme

G X3,

T

Bl

soit commutatif.
Soit maintenant s un automorphisme o-semi-algébrique et ¢ un automorphisme 7-semi-

algébrique de G, ott 0,7 € TI'. On vérifie facilement que s ot est un automorphisme o7-
semi-algébrique et s~! un automorphisme ¢~ !-semi-algébrique. En plus, un automorphisme
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o-semi-algébrique détermine o de fagon unique. En effet, s~! induit un k-automorphisme de
lalgebre de fonctions k[G], et o est la restriction a k de cet automorphisme. On écrit alors
o =(s) et on a clairement v(s ot) = y(s)vy(t) pour s,t comme tout a ’heure.

Un k-automorphisme (de groupes algébriques) de G est clairement un automorphisme
idz-semi-algébrique de G. En sens inverse, un automorphisme o-semi-algébrique est un auto-
morphisme seulement si o = id, car sinon s n’est pas un k-morphisme (sauf si k = k, mais
ce n’est pas un cas trés intéressant).

On définit le groupe SAut(_G’) des automorphismes semi-algébriques de G sur k comme
le groupe des morphismes s : G — G qui sont des automorphismes o-semi-algébriques pour
certain ¢ € T'. D’aprés ce qu’'on vient de faire, on voit qu’il s’agit bien d’un groupe, et

en plus v : SAut(G) — I' est un morphisme de groupes. Le noyau de ce morphisme est

clairement I’ensemble des automorphismes idg-semi-algébriques, i.e. le groupe Aut(G) des
k-automorphismes de G. On a alors une suite exacte

1 — Aut(G) — SAut(G) L T (4.6.2)

Soit Z le centre de G. On sait que Int(G) = G(k)/Z(k) est distingué dans Aut(G). 11 se

trouve qu'il I'est aussi dans SAut(G). En effet, on vérifie facilement que pour s € SAut(G)
et g € G(k) (i.e. g: Spec(k) — G), on a soint(g) o s~! = int(s(g)), ot s(g) = sogo 7(5)[1.
On pose alors

Out(G) = Aut(G)/Int(G),

SOut(G) = SAut(G)/Int(G).
La suite induit alors la suite exacte :
1 — Out(G) — SOut(G) & T. (4.6.3)

Définition 4.6.1. Soit G un k-group algébrique linéaire. Un k-lien est une paire L = (G, k)
ol GG est un k-groupe et £ : I' = SOut(G) est un homomorphisme tel que

(i) & scinde la suite (4.6.3)), i.e. g o k est l'identité de T,

(ii) Il existe une application continue f : I' — SAut(G) relevant x. Ici continue veut dire
que pour tout a € k[G], Papplication

I — E[G], o~ fx(a),
est localement constante.

Remarque.
La formule s(g) = s o go~(s); ' pour s € SAut(G) et g € G(k) définit en fait une action
de SAut(G) sur G(k) qui respecte la loi de groupe, i.e. on a un morphisme SAut(G) —
Aut(G(k)), donc aussi un morphisme SOut(G) — Out(G(k)). On peut montrer (c.f. [FSS]
Proposition 1.7]) que la continuité de f dans la Définition implique que pour tout
g € G(k), I'application

I — G(k), 0 = f-(9),

est localement constante, i.e. I' = Aut(G(k)) est continue lorsque Aut(G(k)) est muni de la
topologie faible par rapport aux applications d’évaluation (c.f. [FSS, 1.6]).

Ainsi, on trouve qu'un k-lien L = (G, ) est en particulier un T-lien sur G/(k) pour la Définition
On pourra alors appliquer tous les résultats de la Partie
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Soit G un k-groupe. On écrit G = G = G X Spec(k) Spec(k). Pour o € T, on pose
o, = idg xkauzé%@.

On voit que o, est un automorphisme o-semi-algébrique. En plus, si s est un autre auto-
morphisme o-semi-algébrique, alors on a s’ = so o, ! € Aut(G), donc tout automorphisme
o-semi-algébrique s’écrit s’ o o, avec s’ € Aut(G). On a clairement (07), = 0, o 7, pour
o,7 € I'. On a trouvé alors un morphisme continu

fo : T = SAut(G), o — o,

qui scinde la suite exacte (4.6.2)). En composant fg avec la projection SAut(G) — SOut(G)
on trouve un morphisme

kg : T'—= SOut(G), 0 — o, mod Int(G),

qui scinde la suite (4.6.3), i.e. on a un k-lien Lg = (G, kg) qui est trivial au sens de la
Définition car fo¢ — SAuwt(G) — Aut(G(k)) est un morphisme d’aprés la Remarque
plus en haut.

En sens inverse, pour un k-lien trivial L = (G, %), i.e. pour un morphisme f : I' — SAut(G)
scindant la suite (4.6.2), on a une k-forme G de G définie par

G = Spec(k[G]"),

ot I agit sur k[G] via f. On pourra regarder [Se2, Chapitre V-20, Proposition 12| pour une
preuve de ce résultat. En particulier, lorsque L = (G, k) avec G abélien, on a toujours une
k-forme G de G, car k est trivial d’aprés I'Exemple (2).

Soit L = (G, k) un k-lien et soit Z le centre de G. De la méme facon que dans la Section
on a un morphisme canonique SAut(G) — SAut(Z) = SOut(Z) qui est trivial sur les
automorphismes intérieurs. En composant avec x on trouve un k-lien sur Z que lon note
encore k. C'est un k-lien trivial, donc il définit une k-forme Z de Z. On appelle Z le centre
de L. Notons que si L = (G, kg) pour un k-groupe G, alors Z coincide avec le centre de G.

4.7 2-cohomologie galoisienne non abélienne

Dans cette section on traduit partiellement ce qu’on a fait dans la Partie 2| dans le langage
de la cohomologie galoisienne. On garde les notations de la section précédente.

Définition 4.7.1. Pour L = (G, ) un k-lien, on pose
H?*(k,L) = H*(k,G, k) := H*(T,G(k), r),
Z%(k,L) = Z%(k,G, k) := Z*(T,G(k), k),
N%(k,L) = N*(k,G, k) :== N*(T,G(k), k).

Remarque. o
Comme le morphisme x : I' — Out(G(k)) se factorise par SOut(G), on voit que pour un
cocycle (f,g) € Z2(k, L), f mod Int(G) = x implique que f est & valeurs dans SAut(G).

Reprenons la remarque a la fin de la Section Soit k' une autre cloture algébrique de
k et écrivons I" = Gal(k’/k). Pour un k-groupe G on a alors le T-lien Lg = (G, k) et
le I'"-lien L}, = (Gj,Kl), tous le deux trivaux. Soit ¢ : k' — k un isomorphisme. Il induit
des isomorphismes A\, : IV — T et u, : G(k) — G(K'). On a clairement p,(A\,(0").(g)) =
o' (1y(g)) pour o’ € IV et g € G(k), donc pu, est un morphisme de kg dans kj; compatible
avec \,. D’aprés la Proposition et la surjectivité de p,, on a une application

(Apy f1p)2  H*(D, Gy k) — H*(T, Gy, k).
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Lemme 4.7.2. (A, p,)? est une bijection indépendante de .

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat lorsque k' = k et ¢ € Autg(k) = I'. Dans
ce cas, on a A\,(0) = ¢ lop et py(g) = 0.(9) = (f&),(g). Le résultat découle alors de la

Proposition 2.7.3] O

D’aprés le Lemme m pour un k-groupe G on peut identifier les ensembles H?(T", L)
et H*(I', L{;). On se permet alors d’écrire H?(k,G) := H?(k, Lg).

Remarque.
Lorsque G est abélien, notre H?(k,G) coincide avec le H?(k,G) abélien classique.

Soit G’ un k-groupe et G une k-forme de C:? Le k-lien Lg = (G, kg) a alors un élément
neutre. En effet, on voit que (fg,1) € Z2(k,G,kg), ol fg est le morphisme défini dans la
section précédente. Ecrivons

n(G) = Cl(faq,1) € H*(k,G, kg).
On appelle n(G) la classe neutre de cohomologie définie par la k-forme G de G.

Soit o € Z(k,G*?) un cocycle, action de T' sur G*4(k) étant induite par la composition
LN SAut(G) — Aut(G(k)) — Aut(G*!(k)). On considére le groupe tordu G' = ,G (c.f.
I’'Exemple [2.3.2)). Ce groupe est aussi une k-forme de G, donc il induit un morphisme

fgl T — SAut(G),

décrivant Daction de T' sur ,,G. En notant que G*!(k) = Int(G), on voit que (for)o =
Ys o (fa)s pour o € T, donc fgr = fe mod Int(G). Alors la classe neutre de cohomologie
n(G') appartient & H?(k,G,kg) = H*(k,G).

Supposons que v vient d'un élément ¢ € Z'(k,G). On voit facilement que dans ce cas
(fer, 1) =p-(fa,1) et alors

n(@) = Cl(fer, 1) = Cl(fe, 1) = n(G).

Lemme 4.7.3. Soit L = (G, k) un k—lien etn € N?(k, L) une classe neutre. Alors n = n(G)
pour une certaine k-forme G de G. Cette k-forme est unique a torsion prés par un cocycle
v e ZYk, Q).

Démonstration. 11 suffit d’écrire n = CI(f,1) et noter que f : I' — SAut(G) est alors un
morphisme pour trouver une k-forme G de G (c.f. Section [4.6). On a clairement 7 = n(G).
Finalement, on note que (f’,1) = ¢ - (f,1) si et seulement si p € Z'(k,G). En effet, pour
o,7 € I' on a I'égalité

L= 1= 05 folpr) "l
On en déduit que n(G') = n(G) si et seulement si G’ = G avec ¢ € Z'(k,G), ce qui
conclut. O

Le Corollaire [2.9.1.4 nous donne une caractérisation de N?(k, Lg).

Proposition 4.7.4. Soit G un k-groupe et Z son centre. Alors une classe n € H*(k,G) est
neutre st et seulement si

n—n(G) € Im[§* : H(k,G/Z) — H?*(k, Z)].

Démonstration. 11 suffit de noter n(G) = Cl(fg,1) et rappeler que kg est le k-lien trivial
induit par fg. Cela dit, 'énoncé est exactement celui du Corollaire O
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4.8 Classes neutres et groupes réductifs

Dans cette section, on donne deux résultats qui vont nous permettre de définir I’applica-
tion d’abélianisation ab?. Les résultats sont les suivants.

Proposition 4.8.1. Soit L = (G, k) un k-lien réductif conneze. Alors N2(k,L) # ().

Soit maintenant L = (G, x) un k-lien quelconque. Le sous-groupe G" est un sous-groupe
caractéristique de G. Notons 7 : G — G = G/G". Alors le Corollaire nous donne
une application 72 : H?(k, L) — H?(k, L**%) vérifiant r2(N?(k, L)) C N?(k, L), ou L**d =
(G™ed kred) et k™4 est le k-lien induit par k.

Proposition 4.8.2. L’application r2 induit une bijection entre N?(k, L) et N?(k, L*9).
Cette deuxiéme proposition a un corollaire immédiat.
Corollaire 4.8.2.1. Soit (U, k) un k-lien unipotent. Alors H?(k,U, k) = N2(k,U, k).

Démonstration. En effet, un groupe unipotent est en particulier nilpotent (c.f. [Hul, 17.5]),
donc résoluble. Ceci nous dit que U" = U°® et alors U™ = U/U°® est fini. Comme on est
en caractéristique 0, un groupe unipotent ne peut pas avoir d’éléments d’ordre fini, donc
Ured = 1 et le résultat en découle. O

Montrons d’abord la Proposition [1.8.2] Elle s’appuie sur I’équivalent abélien du Corollaire
E82T

Lemme 4.8.3. Soit U un k-groupe abélien unipotent. Alors H?(k,U) = 0.

Démonstration. Comme on est en caractéristique 0, U est isomorphe & un produit direct de
copies du group additif G, (c.f. [Sp2l Theorem 3.4.7]). Or, on sait que H?(k,G,) = 0 (c.f.
Proposition [1.3.1)), donc H?(k,U) = 0. O

Démonstration de la Proposition . On démontre le résultat par récurrence sur la dimen-
sion de GG. On peut supposer que G" # 1, sinon r = idz et il n’y a rien & démontrer.

Soit A le centre de GU. Comme G est unipotent, on a dim A > 0 (c.f. [Hu, 17.4-17.5]).
A étant un sous-groupe caractéristique de G, on peut appliquer le Corollaire pour
trouver un k-lien L' = (G/A,r’) et une application v : H2(k,L) — H?(k,L') vérifiant
v(N?(k,L)) C N?(k,L"). Par hypothése de récurrence, on suppose que le résultat est vérifie
pour L'.

Soit € H?(k,L) telle que r2(n) € N2(k,L%). 11 s’agit de montrer que n € N2(k, L).
D’aprés notre hypothése de récurrence, on a v(n) € N2(k, L’), car r2 se factorise clairement
par v. Ecrivons n = CI(f,g), v(n) = CI(f’,¢'), ou [’ et ¢’ sont les applications obtenues
directement de f et g aprés projection. Comme v(7) est neutre, on peut choisir le cocycle
(f,g) de facon que ¢’ = 1. Alors on peut regarder g comme une application I' — A(k).
En composant f avec SAut(G) — SAut(A), on peut regarder (f,g) comme un élément de
Z2%(k, A, k) ou I'on note toujours x le morphisme induit. A étant abélien, le k-lien (A, )
est trivial et induit donc une k-forme A de A. Alors H?(k, A, k) = H?(k, A) = 0 d’aprés le
Lemme donc CI(f,g) = 1, i.e. il existe une fonction continue ¢ € C(T, A(k)) telle que

CUTQJ,TfU(CT)ilcz;l'

Alors ¢+ (f, g) est un cocycle neutre, donc np = CI(f, g) est une classe neutre, ce qui conclut. [

Regardons maintenant la Proposition Si G est un k-groupe réductif connexe, on
peut montrer qu’il admet une k-forme déployée G (on utilise [Sp2, Theorem 9.6.2, Theorem
16.3.3]). Fixons T C G un k-tore déployé maximal et B C G un sous-groupe de Borel
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contenant T. Le choix de T nous donne un systéme de racines R(G,T) (resp. un systéme
RY(G,T) de co-racines) et le choix de B nous donne une base II de ce systéme (resp. ITV
pour RY(G,T)). On note ¥ = U(G, B,T) ces données. Pour o € R(G,T), soit U, C B
le sous-groupe unipotent & un parameétre correspondant a « (c.f. [BT) 2.3]). Choisissons un
élément u,, € U, (k) pour chaque « € II. D’aprés [Sp3| Proposition 2.13, Corollary 2.14], on
a une suite exacte

1 — Int(G) — Aut(G) — Aut(V(G, B, T)) — 1, (4.8.1)

et le choix des u, définit un morphisme s : Aut(¥) — Aut(G) a valeurs dans Autg(G) (le
groupe des k-automorphismes de G) qui scinde la suite.

I" agit sur les termes de la suite [.8.1] On voit que le scindage s est I-équivariant, car T
agit trivialement sur 'image de s et sur Aut(¥) (car on a défini ¥ en partant d’un k-tore
déployé). En particulier, on trouve un isomorphisme I'-équivariant Out(G) = Aut(¥).

Lemme 4.8.4. On a une bijection canonique entre l’ensemble des k-liens L = (G, k) pour
G fizé et U'ensemble des homomorphismes continus i : T' — Aut(0).

Démonstration. L’existence d’une k-forme G de G nous donne un morphisme fg : I' —
SAut(G) scindant la suite (c.f. Section [4.6)). Dans ce cas SOut(G) devient un produit

semi-direct de Out(G) et T'. Or, comme on a Out(G) = Aut(¥) et I' agit trivialement sur
Aut(¥), on trouve I'isomorphisme

Aut(¥) x I' = SOut(Q).

La donnée d’un k-lien (G, k) équivaut & se donner un morphisme continu x : I' — SOut(G)
scindant la suite [£.6.3] La donnée du morphisme équivaut & la donnée des morphismes conti-
nus I' = Aut(¥) et I' — T'. Et pour scinder la suite, il faut (et il suffit) que le deuxiéme soit
I'identité. L’équivalence est alors claire. O

Remarque.
On note que le morphisme I' — Aut(¥) correspondant au k-lien trivial induit par G est le
morphisme trivial.

Démonstration de la Proposition[{.8.1] On préserve les notations du Lemme [£:8:4 Un k-
lien L = (G, k) définit un morphisme continu y : T' — Aut(¥) d’aprés ce lemme, donc un
morphisme 1) = so p : I' — Aut(G), ot s est le morphisme scindant la suite L’action
de T étant triviale sur I'image de s, on voit que ¥ est un cocycle, car ¥, = Yot = V"W, .
Posons G' = ,G (c.f. Proposition m (iv)). En identifiant SOut(G) avec Aut(¥) x T, on

trouve k = p X idr et on sait d’aprés la derniére remarque que fg = 1 x idr mod Int(G).
D’autre part, on a for = 9 fo (c.f. Section [4.7)), ce qui nous donne

for =pxidr =k mod Int(G),

donc la classe neutre n(G’) est bien dans H?(k, L), ce qui conclut.

4.9 L’application d’abélianisation ab?

On définit finalement ab? : H?(k,L) — H? (k,L) pour L un k-lien connexe maintenant
qu’on a tout ce qu’il nous faut. Cette application vérifie ab?(N2(k, L)) = 0.

D’abord, supposons que L = (G, k) est en plus réductif. D’aprés la Proposition on
a une classe neutre € H?(k, L). Le Lemme nous donne alors une k-forme G de G.
Soient G*%, G*° et p : G°° — G comme dans les notations au début. Soient Z, Z(%) et Z(s¢)
les centres de G, G* et G®° respectivement.
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Rappelons un peu ce qu’on a fait dans la Section On considére 'homomorphisme
p: 269 5 7,

induit par p : G*° — G. On regarde ce morphisme comme un complexe de k-groupes abéliens
a deux éléments et on pose

Zlb(k’L): ;b(ka):Hl(k7Z(SC) _>Z)
On s’intéresse & H2 (k, L). Considérons la suite exacte de complexes
1-(1—=2) EN (Z(SC) —7Z)— (Z(SC) —1)—1.

De la suite exacte longue d’hypercohomologie (c.f. Proposition (1)), on en tire le morceau

1 ;2
s HM R, 269 5 1) S HE (k1 — Z) 25 H2(k, 269 5 Z) > -
d’oul on obtient
2 -2
oo H2(k, 209 25 H2(k, Z) 25 H2 (kL) — -+ . (4.9.1)

On remarque que I'on a bien §' = p2. Cela se voit en regardant la définition de §' au moyen
des cocycles.

Pour définir ab?, on utilise le morphisme j2 et le lemme suivant.

Lemme 4.9.1. Soit L = (G, k) un k-lien réductif conneze. Soient n,n' € N%(k,L). Alors
:2 !
Ji(n—=n') = 0.

On rappelle que n—1n' € H?(k, Z) est 'élément qui emporte i’ dans 7 & travers de ’action
du groupe abélien H?(k,Z) sur H?(k, L), c.f. la Proposition

Démonstration. D’aprés le Lemme n' = n(G) pour une certaine k-forme G de G. La
Proposition [£.7.4 nous dit alors que

n—n €Im[s': H' (k,G*) — H?(k, Z)].

On rappelle que (Gsc)ad = G*/7(°) = G d’oti le diagramme commutatif & lignes exactes

1 Z(sc) Gse Gad 1
|
1 Z G G 1

qui nous donne le diagramme commutatif

H (k, Gy 0 g2k, 70 (4.9.2)

lpi

H'(k,G*) 2 12k, 7).

Ce diagramme nous dit que Im (%) = Im(p2048’"), donc n—7’ € Im(p?). Alors par exactitude

de la suite (4.9.1), on a j2(n — ') = 0. 0

On passe maintenant a la définition. Soit L = (G, k) un k-lien réductif connexe. D’aprés

la Proposition 4.8.1) N?(k, L) # 0.
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Définition 4.9.2. Soit 19 € N?(k, L). On définit I'application ab? : H?(k,L) — HZ% (k,L)
par la formule
ab’(n) = jZ(n —no) € Hz,(k, L).

On remarque que d’aprés le Lemme la définition de ab® ne dépend pas du choix de
71o- En effet, si 77 est une autre classe neutre, on ajf (n—m) = jf((n—no)(no—m)) = jf (n—mn0).
Ce lemme nous dit aussi que ab®(N?(k, L)) = 0 et que I'image de H?(k, L) par ab® est tout le
groupe j2(H?(k, Z)), car pour nz € H?(k, Z) on peut toujours prendre n = nz-n9 € H*(k, L)
et on a clairement ab?(n) = j2(nz).

Définition 4.9.3. Soit L = (G, k) un k-lien connexe (pas nécessairement réductif). On
définit

H,(k, L) = Hp,(k, LY,
et on définit ab? : H?2 (k,L) — H? (k, L) par la composition

T2 P
ab?: H2(k, L) 5 H2(k, ') 25 B2 (k, L) = H2, (K, L),

ott 72 est I'application définie dans la Section

D’aprés la Proposition et ce qu'on a dit sur ab? pour un groupe réductif, Papplica-
tion ab? vérifie bien ab?(N?(k, L)) = 0.

~ Décrivons ab? au moyen des cocycles. On suppose L réductif, de facon que l'on ait G =
G*°Z. Soit n = CI(f,g) € H?(k, L). Ecrivons

g"'v"' = ﬁ(g;',‘r)ztf,7'7
oug :TxT — G%(k) et z:T x I' = Z(k) sont des applications continues. On pose

1—1

-1 o
Xo,mv = gla,‘rg or,vgz/f,‘rvfo'( g‘/r,v)'
On voit alors que Xy, € Z69(k) et (x,2) € Z%(k, Z%) — Z). On a alors

ab?(n) = Cl(x, 2z) € H?(k, 2% — Z) = H? (k, L).
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5 Quelques principes de Hasse

Dans cette partie, on analyse plus profondément les propriétés de I’application ab? dans
le cas ot k est un corps local ou un corps de nombres. On obtient en particulier un résultat
du type principe de Hasse pour les classes neutres. On utilise ces résultats pour montrer
d’autres principes de Hasse sur les espaces homogénes.

On garde les notations de la Partie @] En particulier on rappelle que tous les groupes
algébriques sont supposés linéaires.

5.1 Propriétés de ab?

Dans cette section, on fixe k un corps local (pouvant étre archimédien) ou un corps de
nombres. Le résultat important de cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.1. Soit L = (G, k) un k-lien conneze. Alors une classe n € H?(k,L) est
neutre si et seulement si ab®(n) = 0, i.e. (ab®)~*(0) = N2(k, L).

On a un corollaire évident.

Corollaire 5.1.1.1. Soit L = (G,k) un k-lien semi-simple et simplement conneve. Alors
H?(k,L) = N?(k,L).

Démonstration. En effet, dans ce cas le morphisme p : G¢ — G est I'identité, donc Z(¢) = Z
avec les notations de la Section Alors le complexe (Z9) 2 7) est exact, donc H2, (k, L) =
H?(k, Z®9) — Z) = 0 d’aprés la Proposition (v), d’ou le résultat en utilisant le Théoréme

O

Pour montrer le théoréme, on donne d’abord un résultat général sur les tores. Soit k£ un
corps de nombres et T un k-tore. On définit le deuxiéme groupe de Shafarevich-Tate 1112
comme

II*(k, T) = Ker |loc® : H*(k,T) — [ H?(k.. T)| .
veY
Un tore est dit quasi-trivial si son groupe de caractéres X*(T3) admet une base I'-stable
(Un tel module est appelé un module de permutation). On voit facilement qu’il D'est si et

seulement s'il est un produit de tores de la forme R /1,G,,, ot K/k est une extension finie
(voir [PR} 2.1.2] pour la définition de Ry /G pour G un K-groupe).

Lemme 5.1.2. Soit k un corps de nombres et soit T un k-tore. Supposons que au moins
l'une des conditions suivantes est vérifiée :
(i) T est quasi-trivial ;
(ii) Tk, est k,-anisotrope pour une certaine place v de k ;
(iii) T est déployé sur une extension cyclique de k ;
(iv) T est de dimension 1.
Alors NI%(k,T) = 0.

On rappelle qu'un k-tore T est k-anisotrope si H%(k, X*(T)) = 0.

Démonstration. Pour les cas (i) et (ii), voir [Sa, Lemme 1.9]. Pour le cas (iii), voir [Bodl
Lemma 3.4.1]. Montrons que (iv)=-(iii) :

Un k-tore de dimension 1 est une k-forme du groupe G,,. Or, on sait que les k-formes de G,,
sont en bijection avec 'ensemble H!(k, Aut(G,,)) (c.f. [Sell, Chapitre 111, §1, Proposition 5|).
Or, Aut(G,,) n’a que deux éléments, I'identité et 'inversion. Donc si a € Z'(k, Aut(G,,)) est
un cocycle représentant la classe correspondant & T, soit il est trivial, soit il est trivial sur
un sous-groupe de I' d’indice 2. Dans les deux cas on voit que T est déployé sur I’extension
quadratique correspondant a ce dernier sous-groupe, ce qui conclut. O

60



Pour montrer le Théoréme [5.1.1] on utilise le lemme suivant.

Lemme 5.1.3. Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe et soit Z son centre.
L’application
st HY (kG — H2(k, Z),

est surjective.
Démonstration. On démontre le lemme en le divisant en trois cas. Les démonstrations don-
nées ici se trouvent dans [PR) Chapter 6]. On utilise deux résultats montrés dans ce livre :

(1) |PRl Lemma 6.18] Soit G comme dans ’énoncé et k = R, alors il existe un k-tore maximal
T de G tel que H?(k,T) = 1.

(2) [PRL Theorem 6.21] Soit G un groupe semi-simple et k un corps local non archimédien,
alors il existe un k-tore maximal T' qui est k-anisotrope.

Cas réel : Soit 7' un k-tore comme dans (1) et 7’ son image dans G*!. On a un diagramme
commutatif a lignes exactes :

1 Z T Ij’ 1
1 Z G G 1,

ce qui nous donne le diagramme commutatif suivant

HY(k,T") —2— H%(k, 7)

|

H(k,Gad) —>H2 k,Z).

Il suffit alors de montrer la surjectivité de 'application 6! : H*(k,T') — H?(k, Z). Or, cette
surjectivité est claire d’aprés I'exactitude de la suite exacte longue de cohomologie abélienne
et le fait que H%(k,T) = 1.

Cas non archimédien : Soit 7" un k-tore maximal et k-anisotrope de G. Soit 1" son
image dans G*!. Comme T est anisotrope, on a H(k,T") = 1. Alors par la dualité de Tate-
Nakayama (c.f. Théoréme , on a H%(k,T) = 1, ce qui donne la surjectivité de §' de la
méme fagon que dans le cas réel.

Cas d’un corps de nombres : Soit € H?(k, Z). On montre d’abord que, pour presque
toute place v € V (voir les notations dans la page 5), I'image loc?(n) € H?(k,, Z) est triviale.
En effet, n appartient & I'image d’un morphisme d’inflation H?(K/k,Z) — H?(k,Z) pour
une certaine extension finie K/k (si ¢ représente 7, il suffit de prendre le corps fixé par le
sous-groupe de I" ol ¢ est trivial). On sait que pour presque tout v € V, 'extension K,,/k,
est non ramifiée (ot w est une extension de v a K). Alors loc?(n) appartient a 'image du
morphisme d’inflation H?(k" /k,, Z) — H?(k,, Z), ot k%* est extension non ramifiée maxi-
male. Mais on sait que Gal(k™ /k,) est isomorphe & Z(1), qui est un groupe de dimension
cohomologique 1, et Z(k) est fini, donc H?(k" /k,, Z) = 1 et loc?(n) est trivial.

Soit maintenant S C V un sous-ensemble fini contenant toutes les places telles que

loc2(n) # 1 et au moins une place non archimédienne. Pour chaque place non archimédienne
v € S, on choisit T, un tore maximal k,-anisotrope, donc tel que H 2(kv,Tv) = 1. Pour les
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places réelles on peut aussi choisir un tel tore d’aprés (1). La propriété d’approximation faible
pour les variétés de tores (c.f. [PR) Proposition 7.3, Corollary 3]) nous dit alors qu’il existe
un k-tore 1" dans G qui est isomorphe & T, sur k, pour v € S. Soit 77 I'image de T dans
G?4. Encore une fois il suffit de montrer que le morphisme 6 : H'(k,T') — H?(k, Z) induit
par la suite

152575717 1,

est surjectif.

On a le diagramme commutatif a lignes exactes

2
H' (5 T) — " H2(k,Z) — = H2(k, T)

locli loc? IOCQ\L
1

5 iv)?2
[T & (ko 7) 2 T 82 (ko 2) 5 [ H2 (k0 T)
veY veY veY

1l suffit de montrer alors que 1 € Ker(i2). On a bien (iy)2(loc?(n)) = 1, car H?(k,,T) = 1
pour les v € S, i.e. pour les v telles que loc?(n) # 1. Alors loc*(i2(n)) = 1. Or, il existe
un place non archimédienne vy dans S, donc T est k,,-anisotrope par construction. D’aprés
le Lemme (i), on a HI%(k,T) = 0, donc i2(n) = 1 et n € Ker(i?), ce qui conclut la
preuve. O

Démonstration du Théoreme [Z1 1. On sait déja que ab®(N?(k,L)) = 0. Il s’agit alors de
montrer que si ab? (n) = 0, alors n est neutre. D’apreés la Proposition 4.8.2L on peut supposer
que L est réductif.

Soit 77 € (ab?)~1(0). La Proposition et le Lemme nous disent qu’il existe une
classe neutre n(G) € H%(k, L) avec G une k-forme de G. On a alors

J2(n = n(G)) = ab*(n) =0,
d’ott on obtient, par exactitude de la suite (4.9.1)),

n—n(G) = p(x)

pour certain y € H?(k, Z¢%)). Le Lemmenous dit qu’il existe une classe ¢ € H'(k, G*4)
telle que xy = ¢ 1(5) avec les notations du diagramme . Le méme diagramme nous
dit alors que n — n(G) = 6*(€) et donc, d’aprés la Proposition 7 est neutre (en fait,
n=n(,G), on ¢ € Z'(k,G*) est un cocycle représentant §). O

Remarque.
Le Théoréeme peut étre obtenu & partir du Corollaire montré par Douai (c.f.
[Doll, Théoréme 1.1] et [Do2, Proposition 4.1, Théoréme 5.1]).

En effet, tout comme au début de cette section, pour un k-lien réductif connexe L = (G, k)
on a une k-forme G et son revétement universel G*°. On peut montrer que (Ker(p))(k) est
[-invariant, ce qui nous permet de définir par projection une action de I' sur G(k) qui se
trouve étre la méme induite par la k-forme G, i.e. on a un morphisme de k-liens L*¢ — L et
une application canonique p? : H?(k, L*°) — H?(k,L) qui emporte les classes neutres dans
les classes neutres. Au moyen des cocycles, on peut identifier ce morphisme avec le morphisme
H?(k,Z®9)) — H?*(k,Z) (on prend Cl(fge,1) comme I’élément distingué, c.f. la remarque a
la fin de la Section. L’exactitude de la suite nous dit alors que Ker(ab?) = Im(p?).

Alors si ab®(n) = 0, on a i = p2(1)') pour certain o/ € H?(k, L*°). D’aprés le Corollaire
7' est neutre. Comme p? emporte les classes neutres dans les classes neutres, on a
n € N?(k,L), ce qui conclut.
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Considérons maintenant le k-tore G** = G™d/Gs et la projection canonique t : G —
G*d — G, Les groupes G" et G sont des sous-groupes caractéristiques de G et G4
respectivement, alors le Corollaire nous donne des k-liens (toujours notés ) induits
sur G et G, et des applications canoniques

H?*(k,L) — H*(k,G™, k) — H?*(k,G"", k).
On appelle ¢, cette composée. Le k-lien induit sur G est trivial car G est abélien, ce qui

nous donne une k-forme G* de G et I'égalité H?(k, G*°", k) = H?(k, G*").

Soient Z, Z(9) et Z() les centres de G, G* et G*° respectivement. De la méme facon
que dans la Section on trouve des k-formes respectives Z, Z%) et Z(%) . On rappelle que
pour G un groupe réductif, on a Z®%) = ZNG% et G = ZG*, d’on on obtient la suite exacte

15209 5 7 5 G > 1.
Cette suite induit la suite exacte de complexes
1= (269 5 265y 5 (269 5 Z2) = (1 = G*) = 1,
qui induit une suite exacte longue d’hypercohomologie, d’oit on sort le morceau suivant
H2(k, 269 — 269y o H2(k, 269 = Z) - H2(k, 1 — G*T).

En notant que (Z(¢) — Z(9)) est quasi-isomorphe au complexe (Ker(p) — 1), la Proposition
3.1.1{ (iv) avec les Exemples et la Définition nous permettent de récrire cette suite
comme

H3(k,Ker(p)) — HZ (k, L) 22 H?(k, G'). (5.1.1)

Lemme 5.1.4. La composition

H2(k, L) 5 H2 (k, L) 22 H2(k, GtY),
coincide avec Uapplication canonique t, : H*(k, L) — H?(k, G*r).

Démonstration. On sait que les deux applications se factorisent par le morphisme H?(k, L) —
H?(k, L), donc on peut supposer L réductif.

On fixe 79 € N?(k, L) (qui est non vide, c.f. Proposition . On a ny = Cl(¢, 1) pour
certain ¢ : I' = SAut(Z). On identifie H2(k L) avec H?(k, Z) en 1dent1ﬁant & = Cl(h) avec
&-no = Cl(g,h) (ct. Sectlon. En regardant la définition de ¢, au moyen des cocycles (c.f.
Section [2.7)), on voit que le morphisme H?(k, Z) — H?(k, G'°") induit par ¢, est le morphisme
évident, i.e. celui induit par

C2(1, Z(R)) %55 €2(1, G (k)

ol p est le morphisme Z — G donné plus en haut.

D’autre part, aprés identification de H?(k, L) et H?(k, Z), Papplication ab® devient sim-
plement le morphisme j2 : H2(k, Z) — H2 (k, L) défini dans la Section On veut analyser
alors la composée t,;, o j2. Or, cette composée, correspond & la composition des morphismes
évidents d’hypercohomologie abélienne

H2(k,1 — Z) — H2(k, 269 = Z) — H2(k,1 — G*),
qui sont induites par les morphismes

1@id 1@p?

1@ C3 (I, Z(k) = C3(I, 209 (k) & CA(I', Z(k)) — 1@ C*(I', G*" (k).

On voit alors clairement que t, et tu, o ab® sont induites par p2, donc elles coincident. O
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5.2 Un principe de Hasse pour H?

Dans cette section, on fixe k un corps local non archimédien ou un corps de nombres et
L = (G, k) un k-lien connexe. Le Théoréme nous permet de montrer un principe de
Hasse pour H? non abélien (Théoréme [5.2.4)).

On garde les notations de la section précédente.

Proposition 5.2.1. On suppose que k est un corps local non archimédien. Alors une classe
n € H%(k,L) est neutre si et seulement si t,.(n) = 0.

Démonstration. D’apreés le Lemme on at, = ta,oab?. On voit alors que si n€ N2(k, L),
alors t,(n) = 0. En sens inverse, supposons ¢, (1) = 0. L’exactitude de la suite nous dit
alors que ab®(n) appartient a 'image de H>(k, Ker(p)) dans H2, (k, L). Or, on sait que Ker(p)
est fini, donc H?(k,Ker(p)) = 0 car k est un corps local non archimédien (c.f. Corollaire
. On en déduit que ab?(n) = 0, donc 7 est neutre d’apreés le Théoréme O

Théoréme 5.2.2. Soit k un corps local non archimédien et L = (G, k) un k-lien connexe.
Supposons que au moins une des conditions suivantes est vérifie :

(i) G*™" est k-anisotrope ;
(i) Gror =1;
(iii) G est semi-simple.

Alors toute classe de H?(k, L) est neutre.

Démonstration. Cest clair que (iii)=-(ii)=(i), donc il suffit de montrer le résultat pour le
premier cas.

Comme G*°* est anisotrope, on a HO(k, (G*")V) = 1. La dualité de Tate-Nakayama (c.f.
Théoréme nous dit alors que H?(k, G*") = 1. On conclut en utilisant la Proposition
621 O

Corollaire 5.2.2.1. Soit
112G -Gy —>G3—1

une suite exacte de k-groupes. Supposons que G est connexe et G = 1. Alors l'application

H(k,G3) — H(k,G3) est surjective.

Démonstration. D’aprés le Corollaire[2.9.1.2] il suffit de montrer que H2(T', G (k) rel G2 (k)) =
N2(T, G1(k) rel Ga(k)). Or, ceci est clair d’apreés le Théoréme et la définition de
H2(T, G (k) rel Go(k)). O

Aprés ces résultats pour les corps locaux, on passe aux corps de nombres. On fixe alors k
un corps de nombres.

Soit L = (G, ) un k-lien. Pour une place v € V (voir les notations au début), notons
', = Gal(k,/k,). On a un morphisme ¢, : I';, < T" qui identifie T, avec le sous-groupe de
décomposition d'une extension de v. Cette application induit avec l'inclusion v, : G(k) —

G(k,) un k,-lien que I'on note L, = (G, k,). On définit alors une application
loc? : H*(k,L) — H?(k, L,),

qui associe a un cocycle (f, g) € Z%(k, L), le cocycle ((foi,)®ky, thogo(ty X ty)) € Z2(ky, Ly),
ou la notation ®k, veut dire que 'on tensorise par k, le diagramme induit par f,
pour obtenir un morphisme de k,-schémas, comme il faut pour un k,-lien (En gros, 10(312, est
I'identité lorsqu’on identifie I', avec un sous-groupe de I' et G(k) avec un sous-groupe de

G(kv)).

64



Si 'on prend une autre inclusion de I', dans I', on peut la factoriser en la composée
de la premiére et un automorphisme de T',. Alors, en utilisant le Lemme [£.7.2] on voit que
Papplication loci est indépendante de I'inclusion choisie. On peut vérifier facilement (toujours
au moyen des cocycles) que ces applications commutent avec les suites exactes données dans
la, Section 2.9

Proposition 5.2.3. Supposons que n € H?(k, L) est neutre dans les places archimédiennes,
i.e. loc2(n) € N?(ky, L) pour v € Vo Alors 1 est neutre si et seulement si t.(n) = 0.

Démonstration. On sait déja que t.(n) = 0 si 7 est neutre. Il suffit alors de montrer que si
t.(n) = 0, alors n € N?(k, L). Considérons le morphisme canonique

Wl(é) — Wl(G«tor).

Ce morphisme induit, avec les morphismes de localisation et la fonctorialité des HY,, le
diagramme commutatif suivant (c.f. aussi 'Exemple [£.3.4] (1)) :

Hgb(k,L) Hz(k7Gt°r)
locoo loceo
H Hgb(kvav)H H HQ(kv’Gatjor)~
UEVoo UEVOO

Ce diagramme nous donne un morphisme j de H2 (k, L) dans le produit fibré de H?(k, G*r)
et [Ty, H (v, Ly) sur T[]y, H?(ky, G*"). On peut montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme
(méme dans un cas beaucoup plus général) en utilisant le foncteur H* (c.f. [Bo2, Proposition
4.11]).

Alors, si t.(n) =0, on a que 'image de ab?(n) dans H2(k, G'") est zéro, car t, = ta 0 ab?.
D’autre part, son image dans [],, _ H?2, (ky, Ly,) est aussi 0 par hypothése. On conclut alors
que ab®(n) = 0, ce qui donne le résultat d’aprés le Théoréme O

Théoréme 5.2.4 (Principe de Hasse pour H?). Soit k un corps de nombres et L = (G, k)
un k-lien connezre. Supposons que au moins l’'une des conditions suivantes est vérifice :

(i) UI2(k,G*")=0;
(i) Le k-tore G*° vérifie l'une des conditions du Lemme ;
(iif) Gtor =1;
(iv) G est semi-simple.
Alors une classe n € H?(k,L) est neutre si et seulement si ses localisations locz(n) €
H?(k,, L,) sont neutres pour toute place v € V.

Démonstration. Si 7 est neutre, alors loc?(n) est neutre pour toute v € V. Il suffit de voir la
définition de loc? au moyen des cocycles. Supposons alors 10012, (n) € N?(k,, L,) pour toute
place v. On a que loc2(t.(n)) = t.(loc2(n)) = 0, donc t.(n) € MI*(k,G*") = 0 d’aprés
les hypothéses (les conditions (i)-(iv) impliquent que II%(k, G*") = 0). On conclut par la
Proposition [5.2.3 O

Corollaire 5.2.4.1. Soit k un corps de nombres totalement imaginaire et L = (G, ) un
k-lien semi-simple conneze. Alors toute classe de H?(k, L) est neutre.

Démonstration. D’aprés le Théroéme (iv), n € H?(k,L) est neutre si et seulement si
loc?(n) € N?(ky, L,) pour toute place v € V. Comme k est totalement imaginaire, on a que
loc?(n) est trivial pour v € Va. Pour les places non archimédiennes, le Théoréme (iii)
nous dit que locz(n) est bien neutre, ce qui conclut la preuve. O
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Corollaire 5.2.4.2. Soit
1—>G1—>G2—)G3—>1

un suite exacte de k-groupes linéaires avec k un corps de nombres. Supposons que Gy est
connezxe et en plus dim(GY") < 1. Pour & € H'(k,G3), si locl(&) € H'(k,,G3) vient de
H(k,,Gs) pour toute place v € V, alors & vient de H'(k, G2).

Démonstration. On sait, d’aprés le Corollaire que & vient de H!(k, G3) si et seulement
si 'image de ¢ dans H?(T, G1(k)rel Go(k)) est neutre. Le Théoréme m (iii) nous dit que
ceci est vrai si et seulement si 'image de loc (¢) dans H2(T',, G (k) rel Go(k)) est neutre pour
toute v € V. Or, toujours par le Corollaire ¢ vérifie ceci par hypotheése. O

5.3 Un principe de Hasse pour les espaces homogénes

Les résultats importants de cette section sont les Théorémes|[5.3.1] et On donne aussi
quelques corollaires du Théoréme [5.3.

Soit H un k-groupe semi-simple simplement connexe. Soit X un espace homogéne a
droite sur H. C’est la méme notion que dans la Section 2.2 & cela prés qu’on demande que
I’application

X xH—= X, (x,h) — x-h,

soit un morphisme de k-variétés. La transitivité se voit au niveau des k-points. On remarque
que celle-ci est la bonne notion pour k de caractéristique 0.

Tout comme dans la Section on associe & X un élément 0! (X) € H*(T, G (k) rel H(k)).
En effet, on peut voir X comme un élément de 'ensemble H'(T', H(k), G(k)), que 'on note
H(k, H,G) pour abréger. Alors 'élément §'(X) est bien défini d’aprés la construction faite

dans cette section.

On veut savoir si X a un point rationnel. Soit # € X (k) un k-point et soit G son sta-
bilisateur dans Hj. Ce groupe n’est pas en général défini sur k. On rappelle que l'on a une
k-forme G*** de G** (c.f. Section |5.1)).

Théoréme 5.3.1. Soit k un corps local non archimédien, H un k-groupe semi-simple sim-
plement connexe et X un espace homogéne & droite sur H. Supposons que le stabilisateur G

d’un point x € X (k) est connexe et que au moins l'une des conditions suivantes est vérifiée :
(i) Le k-tore G** est k-anisotrope ;
(i) Gt =1;
(iii) G est semi-simple.
Alors X a un k-point.
Théoréme 5.3.2 (Un principe de Hasse). Soit k un corps de nombres, H un k-groupe
semi-simple simplement connexe et X un espace homogéne a droite sur H. Supposons que

le stabilisateur G d’un point x € X (k) est connexe et que au moins l'une des conditions
sutvantes est vérifiée :

(i) OI%(k,G*") =0;
(ii) G** vérifie l'une des conditions du Lemme ;
(iif) Gtor =1;
(iv) G est semi-simple.
Alors le principe de Hasse est vérifié pour X, i.e. si X (k,) # 0 pour toute place v € V, alors
X (k) #0.

Corollaire 5.3.2.1. Dans les cas (iii) et (v) du Théoreme[5.3.4 si X (k,) # 0 pour toute
place v € Voo, alors X (k) # 0.
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Démonstration. Ceci découle directement des Théorémes|[5.3.2(iii), (iv) et (i), (ii). O

Corollaire 5.3.2.2. Si X est une variété projective, alors le principe de Hasse est vérifié
pour X.

Démonstration. Comme X est projective, G est un sous-groupe parabolique de Hj. Harder
montre alors que G est quasi-trivial (c.f. [Hal 4.3.3, Lemma]). Le résultat découle alors du
Théoréme (ii). O

Corollaire 5.3.2.3. 5i X est un espace homogéne symétrique sur H un k-groupe simple
simplement conneze (i.e. G est le groupe des invariants d’une involution de Hy), alors le
principe de Hasse est vérifié pour X.

Démonstration. Sous ces hypothéses, on peut montrer que G est connexe (c.f. [St, Theorem
8.1]). On peut aussi montrer, en utilisant la classification des involutions des algébres de Lie
simples (c.f. [He, Chapter X, §5]), que dim(G**) < 1. Le résultat découle alors du Théoréme
5.3.2] (ii). O

Démontrons maintenant les Théorémes [5.3.1] et [5.3.21

On regarde toujours X comme un élément de H'(k, H, G). L’existence d’un k-point sur X
équivaut a dire que X est représenté, comme élément de H'(k, H, G), par le cocycle trivial.
En effet, si I'on a un point z induisant le cocycle a, = 1, on a bien 7z, = z¢ - a, = Zo
et donc zp € X (k)' = X (k). De méme, un k-point induit clairement le cocycle 1. En plus,
c’est clair que le cocycle 1 appartient & H'(k, H). Alors X a un k-point si et seulement si

pl(1) = X, ou pl est la relation définie dans la Section

Pour montrer le Théoréme [5.3.1], on utilise le lemme suivant.

Lemme 5.3.3. Soient, k, H et X comme dans le Théoréeme [5.3.1 Supposons qu’il existe
P e HY(k,H) tel que pt(P) = X. Alors X a un k-point.

Démonstration. Lorsque k est un corps local non archimédien, tout élément de H'(k, H) est
trivial pour H semi-simple simplement connexe (c.f. [PR, Theorem 6.4]). Alors P = 1 et donc
pl(1) = X, ce qui conclut. O

Démonstration du Théoréme[5.3.1l D’aprés le Lemme [5.3.5} il suffit de montrer 1’existence
dun P € HY(k, H) tel que pl(P) = X. L’exactitude de la suite de la Proposition nous
dit que ceci est vérifie si et seulement si 6*(X) est neutre, ce qui est clairement vérifié d’aprés
le Théoréme O

Pour montrer le Théoréme [5.3.2] on utilise encore un lemme.

Lemme 5.3.4. Soientk, H, X et G comme dans le Théoréme . Supposons que X (k) #
) pour toute place v € Voo et qu’il existe un P € H'(k, H) tel que p:(P) = X. Alors X a un
k-point.

Démonstration. On veut montrer que pl(1) = X. On sait que I'application
lock, : H'(k,H) — [ H'(ko, H).
VEV o

envoie la classe d'un cocycle dans Z!(k, H) dans la classe du méme cocycle dans Z'(k,, H)
ko

lorsqu’on identifie T', avec un sous-groupe de I' et H (k) avec un sous-groupe de H(k,). La

méme formule induit une application

locy, : H'(k,H,G) = H'(T,H(k),G(k)) » [] H'Tv, H(ko),G(ky)) = [] H' (ko H,G).

vEVoo VEVoo
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On voit facilement alors qu’on a un diagramme commutatif

pL

H'(k,H) H'(k,H,G)

1 1
loc loc,

1
H Hl(kU’H)io H Hl(k’lMHvG)
VEV oo V€V oo

Tordons ce diagramme par P (ou bien, par un cocycle dans Z!(k, H) représentant P). Notons
p1 la préimage de n par le morphisme 7p (c.f. Proposition pour 7 dans les ensembles

du diagramme. On a clairement P = 1, donc p X =1 € H'(k, pH,G). Ceci nous dit (c.f.

Section que G(k) est I-invariant pour cette nouvelle action et on a une suite exacte

Hl(kﬂPG) - Hl(kaPH) - Hl(kvPHaé)7

ol pG est simplement la k-forme de G défini par I'action tordue de I'. Comme loc, (pX) =
locy(1) =1 € H'(k,, pH,G) pour tout v € Va, le méme raisonnement nous donne une suite
exacte avec les [[,, H Y(ky, —). On a alors le diagramme commutatif a lignes exactes suivant.

Ll 1 —
H(k, pG) oo H(k, pH) DL oH'(k, pH,G)
x Ll x
loc loc H'(k, H) e oH'(k, H,G)
[T # ke, pG) == T H'(ko, pH) e I 7'k, pH.G) oL
VEV o V€V VEVoo
N \

I &'k, H) - I #' (ko H,G)

VEVoo VEVoo

La torsion en bas & bien un sens lorsqu’on regarde P comme un élément de H'(k,, H) &
travers de 10011, pour chaque v € V.. La commutativité se voit facilement au moyen des
cocycles.
D’aprés le diagramme, montrer que pl(1) = X est équivalent & montrer que ppl(pl) =
pX = 1. Or, si on note X, 'image de X par loc., 'image de p1 dans [Ty H'(ky,, H) est
HVOO 1, qui est reli¢ par p! avec Hvx X, car les X, ont un k,-point par hypothése. Alors
locl (pl) est relié par pp! avec II,_ rX, =1€Il,_ H'(ky, pH,G). Lexactitude de la
ligne en bas nous dit alors que locl, (p1) vient d’un élément &, € [Ty H'(ky, pG). D’apres
[PR], Proposition 6.17] et la connexité de G, I'application

locéO : Hl(k,PG) — H Hl(kv7PG)7
VEV oo

est surjective, donc il existe un élément ¢ € H'(k, »G) s’envoyant sur &,,. On a alors que
pLi(€) et pl ont la méme image dans [, H'(k,, pH). Les applications 7p étant des bijec-
tions et 'application
lock, : H'(k,H) — [] H'(kv, H)
VEVoo
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étant aussi bijective d’aprés le principe de Hasse pour H' sur les groupes simplement connexes
(c.f. [PRL Theroem 6.6]), on trouve que

lock, : H'(k, pH) — [[ H'(kv, pH)
VEVoo

est aussi une bijection. Alors ptl(¢) = p1, ce qui nous dit que ppl(p1) = 1 par exactitude
et conclut la preuve. O

Démonstration du Théoréeme [5.3.2. D’aprés le Lemme [5.3.4] il suffit de montrer Pexistence
d'une classe P € H'(k, H) telle que p}(P) = X. La Proposition nous dit que ceci
est vérifie si et seulement si §'(X) est neutre. Or, par hypothése on a que loc?(6(X)) est
neutre pour toute place v € V (car la classe X,, = loc,(X) est déja triviale). Alors le principe
de Hasse pour H? (Théoréme nous dit que 6*(X) est bien neutre, ce qui conclut la

preuve. O

Remarques.

Dans cette derniére démonstration on a utilisé le fait que I’application ¢! commute avec les
applications loc* et loc?. Ceci peut se voir facilement d’aprés la construction de ' au moyen
des cocycles et le fait que loc! et loc? sont réduites a I'identité lorsqu’on identifie T',, avec un
sous-groupe de T' et G(k), H(k) avec les sous-groupes respectifs de G (k,), H (k,)-

Borovoi démontre ces deux résultats dans son article [Boll en utilisant le langage des espaces
homogenes principaux au dessus de X. Un tel espace est une paire (P, ) o P est un espace
homogéne principal (i.e. a stabilisateur nul) et & : P — X est un morphisme d’espaces
homogeénes (c.1. Section défini sur k. L’existence d’un tel espace n’est pas toujours vérifiée.
En effet, on voit clairement que P correspond & un élément de H'(k, H). Alors P est un tel
espace si et seulement si pl(P) = X, d’ou I'utilisation de la lettre P pour parler d’une telle
classe dans H'(k, H).
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